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  گيرنده واحدهاي تصميم بندي رتبهتقاطعي براي  AHP/DEAروش 

  3 محمدرضا رفيعي ثاني ،2سيدعلي رخشان ،1 محمدرضا عليرضايي

گيرنده را به دو دسته  هاي تصميم، واحدهادادههاي پايه در تحليل پوششي تمامي مدل :چكيده
تحليل  فرآينددر . شوندهيچ تفكيكي براي واحدهاي كارا قائل نمي كنند و بخش ميكارا و ناكارا 

تشـكيل مـاتريس    فرآينـد كامـل از واحـدها،    بنـدي  رتبـه يك  ي ارائه با وجودمراتبي نيز  سلسله
ا و ناسـازگاري  مقايسات زوجي بر اساس نظرات خبرگان بوده كه اين نظرات باعـث ايجـاد خط ـ  

ابتـدا يـك روش تركيبـي موسـوم بـه روش       در ايـن نوشـتار  . شـود هـاي حاصـل مـي    ماتريس
AHP/DEA  كه ضمن استفاده از نقاط قوت شده است واحدها پيشنهاد  بندي رتبهتقاطعي براي
 بنـدي  رتبـه يـك   ي در ارائه مراتبي سلسلهتحليل  فرآيند و هاتحليل پوششي داده ،هر دو ديدگاه

 ـ منطقي از واحدها، مشكلات روش وجهي هاي پيشين انجام گرفته در اين زمينه را تا حد قابـل ت
. مقايسه خواهد شـد ها ها و مزاياي روش پيشنهادي با ساير روشسپس ويژگي .دهدپوشش مي

  .شوددر نهايت براي مقايسه بهتر چندين مثال عددي ارائه مي
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   مقدمه
ابزارهـايي هسـتند كـه    ) AHP2( مراتبـي  سلسلهتحليل  فرآيندو ) 1DEA(ها تحليل پوششي داده

در  ].13[انـد   كـرده گيري پيـدا  هاي كنترل، مديريت و تصميمامروزه كاربردهاي فراواني در زمينه
هـاي اخيـر نشـان    تحقيقـات در دهـه  امـا   ،اندطور جداگانه توسعه يافته حالي كه اين دو مفهوم به

ربردهاي واقعي تركيب شده و بنابراين از مزايـاي يكـديگر   توانند در كادهد كه اين مفاهيم مي مي
اي  گونـه  بـه  DEAو ) AHP( مراتبي سلسلهتحليل  فرآينددر روش  بندي رتبه  .]6[ شوندمند بهره

داراي نقاط ضعف  بندي رتبهبا اين حال هر يك از اين دو ديدگاه در مقوله . خوردمتفاوت رقم مي
بر اسـاس ارزيـابي موضـوعي از يـك       AHP در  بندي رتبه. ]10[هستندو قوت مخصوص به خود 

 هـر   DEA اسـت و در   مراتبـي  سلسلهمتناوب با چندين معيار سازمان يافته در ساختار  ي مجموعه
و به دو گروه كارا و  بر اساس چندين ورودي و خروجي ارزيابي شده DMU(3( گيريتصميم واحد

. هاي مختلفي ارائه شده استروش  DEA حدهاي كارا در وا بندي رتبهبراي . شودناكارا تقسيم مي
واحـدهاي تصـميم گيرنـده پيشـنهاد شـد       بنـدي  رتبهتقاطعي كه براي   كارايي روش ،براي نمونه

فريـدمن و   . واحـدها معـروف شـد     بندي رتبهكارايي براي به روش ابر داد كهوشي ارائه ر ،]11][2[
واحدها بـر اسـاس    بندي رتبهبراي CCA/DEA(  4( متعارفياز تحليل همبستگي  سنيوني استرن 

بـراي   بنـدي  رتبـه لـو و همكـاران يـك سيسـتم      جهانشاه . ]5[كنندهاي مشترك استفاده ميوزن
. ]9[ دهنـد انجام مي  DEA ثيرات آنها روي واحدهاي ناكاراي أبر اساس ت  DEA واحدهاي كاراي 

ايـن روش   .دهدها ارائه مي واحد بندي رتبهبراي   AHP/DEA سنيوني استرن يك روش تركيبي   
 .]12[ ، خود داراي مشكلاتي بودبود  DEA و   AHP در تركيب  يجديد ي ايدهكه  با وجودي
 بنـدي  رتبـه آن بـا    بنـدي  رتبـه ارائه شده اين است كه    AHP/DEA  ترين مشكل روش مهم

 DEA  مكـن اسـت يـك واحـد ناكـارا در      در حالت چند ورودي و چند خروجي ناسازگار است و م
پذيري ضعيف آن مشكل ديگر اين روش قدرت تفكيك. اي بالاتر از يك واحد كارا قرار گيرد رتبه

هـا  خروجـي  هـا و كه تعداد ورودي هنگاميخصوص  هب ،چند خروجي استـ در حالت چند ورودي  
ها با چندين ورودي و خروجي در  هر جفت از واحد  مشكل سوم اين روش نيز آنست كه. زياد باشد

هـاي  يكي از علت. ]1[ مطلوب نيست DEAشوند كه اين در ادبيات مقايسه مي  DEA يك مدل 
ورودي  mگيري كه هر كدام داراي واحد تصميم nاصلي ايجاد چنين مشكلاتي اين است كه اگر 

ــد s و ــدل خروجــي باش ــراي م ــراي اج ــاه ب ــاي پ، آنگ ــهه ــي اي ــته  DEAاي ــد داش ــيمباي   :باش
                                                 
1. Data Envelopment Analysis 
2. The Analytical Hierarchy Process 
3. Decision Making Unit 
4. Common Correlation Analysis/DEA 
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 ݊ ൒ ሼ݉ ݔܽ݉ ൈ در غير اينصورت مشكلاتي نظير مشكلات اشاره شده در بالا . 3ሺm൅sሻሽ,ݏ
  .آيدبه وجود مي

در واقـع در روش  . ]1[ شـد عليرضـايي و همكـاران بـر طـرف      دست بهمشكلات روش فوق 
AHP/DEA انجـام گرفتـه در روش    فرآينـد پيشنهادي آنـان بـا تغييـر گـام اول      ي بهبود يافته
AHP/DEA  با اين حال روش پيشـنهادي آنـان از حيـث     .بيان شده رفع شدمشكل اساسي سه
NሺN  واحـد نيـاز بـه حـل     N بنـدي  رتبـه زيـرا كـه بـراي     ؛تواند مـورد نقـد واقـع شـود    محاسباتي مي െ 1ሻ ൅ N   مسـئله بار LP  روش  پـژوهش در ايـن  . اسـتAHP/DEA    تقـاطعي بـراي

 گيري از نقاط قوتمن داشتن يك روند منطقي و بهرهكه ض شده است واحدها پيشنهاد بندي رتبه
AHP وDEA  و پوشاندن مشكلات روشAHP/DEA   تـر از  ، از لحاظ محاسـباتي بسـيار سـاده
 Nتنهـا بـه حـل     ،واحـد  N بنـدي  رتبـه كه براي  طوري هب ،بهبود يافته است AHP/DEAروش 
مثـال   چنـد ها و مزاياي روش پيشـنهادي بـا   در ادامه ضمن تشريح ويژگي. نياز است LP مسئله

  .شده است ها را فراهمعددي امكان مقايسه بهتر روش
شـرح كوتـاهي از   ادبيات پـژوهش،   در بخش  ابتدا .بدين ترتيب تدوين شده است نوشتاراين 

بهبـود يافتـه    AHP/DEAو  AHP/DEAهاي  روش و بيان شده  DEA و   AHP در  بندي رتبه
 واحـدها در بخـش روش پـژوهش     بنـدي  رتبهتقاطعي براي  AHP/DEAش رو. مرور شده است

از روش تقاطعي با تعدادي  ،هايي عددي ي پژوهش با مثالها و در بخش يافته پيشنهاد شده است
 نيـز  در پايان و شده است مقايسه AHP/DEAهاي تركيبي از جمله روش ،بندي رتبه هاي روش

  .آنچه بيان شد، آمده است گيري يك نتيجه

  ادبيات پژوهش
   AHPو  DEAدر  بندي رتبه

يك روش ناپارامتريك است كه با فرض اصول موضوعه توليد، به   )DEA( هاتحليل پوششي داده
كه هر يك داراي چنـدين ورودي و چنـدين خروجـي    ) DMU(هاي تصميم گيرنده ارزيابي واحد

كنـد بـه    مي دسته كارا و ناكارا تقسيم  واحدها را به دو تمام   DEA هاي مدل. پردازدباشند، ميمي
واحدهاي ناكارا داراي مقدار كـارايي كمتـر از يـك     و   واحدهاي كارا مقدار كارايي يك طوري كه 

اي از مجموعـه   كه در آن براي هـر واحـد   استيك روش جبراني  ها تحليل پوششي داده  .هستند
شود كه واحد تحت بررسي بيشترين كارايي را در مقايسه بـا  اي حاصل ميگونه ههاي بهينه بوزن

  .]4[ دست آورد هساير واحدهاي رقيب ب
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گيري است كه اولين بار هاي تصميمروشنيز يكي از كارآمدترين  مراتبي سلسلهتحليل  فرآيند
هاي زوجي بنا شده و مقايسه بر اساس  AHP. مطرح شد  1980 توسط توماس ال ساعتي در سال 

  .دهدامكان بررسي سناريوهاي مختلف را به مديران مي
اين روش به ما ايـن امكـان را   . ، مقايسه زوجي استمراتبي سلسلهساختار  فرآيندسنگ بناي 

گيري آنها وجود ندارد، ارزيابي كـرده و بتـوانيم   دهد كه مسائل كيفي را كه واحدي براي اندازهمي
دهنـد كـه   ماتريسـي تشـكيل مـي    ايـن مقايسـات  . با مسائل كمي مقايسه و تركيب كنيمآنها را 
 براي مثـال . آيد مي  دست بهها عنصر هر سطر با عناصر ستون ي هاي اين ماتريس از مقايسه درايه
  .دهد كه عنصر اول چند برابر عنصر دوم ارزش داردنشان مي  درايه 
طه با هـدف مـورد نظـر از مـديران     كه در راب هايي يك سري پرسش ارشناسان با استفاده ازك
مراتبـي سـاماندهي    سلسـله  فرآينـد در واقع . كنندماتريس مقايسه زوجي را تكميل مي ،پرسند مي

تـرين مشـكل    دانان مهـم از ديد رياضي است و بنابراينذهن مديران در قالب يك سري ضرايب 
گيرنده حاصل دخالت مستقيم انسـان اسـت   ي تصميمواحدها بندي رتبهآن است كه   AHP روش 

احتمال خطا در آن بسـيار   بنابراينكند و چون نظر يك انسان از هيچ منطق محكمي پيروي نمي
  . زياد است

  گيرنده واحدهاي تصميم بندي رتبه براي AHP/DEAهاي روش
 سينواني استرن و همكاران ي دهارائه ش AHP/DEAروش 

است كه   AHP/DEA واحدهاي تصميم گيرنده، روش  بندي رتبههاي موجود براي يكي از روش
صورت  هب بندي رتبهمراحل اين  ].12[ مطرح شد  2000 توسط سنيوني استرن و همكاران در سال 

  .زير است
  DEA زوجي با استفاده از ي توليد ماتريس مقايسه: گام اول

. خروجـي باشـد    s ورودي و   m گيرنده داشته باشيم كه هر كدام داراي واحد تصميم  n فرض كنيد 
݌ كـه p  ام واحـد   i  ورودي ୧୮ݔ   فرض كنيـد  ∈ ሼ 1و … . باشـد   p ام واحـد  r  خروجـي    ୰୮ݕو {nو

ــه   ــابراين نقط ,ሺܺ௣بن ௣ܻሻ ൌ ሺ1ݔ୮, ,2୮ݔ … , ,mpݔ ,1୮ݕ ,2୮ݕ … , ــد   mpሻݕ ــايش واح در  p نم
شـود تـا بـه    مضربي استفاده مـي  CCRدر اين روش از مدل  . استفضاي مجموعه امكان توليد 

  :زير توليد شود صورت به      ୆୅ܧو   ୅୅ܧ، دو پارامترBو  Aازاي هر دو واحد 

෍  ݔܽ݉ :஺஺ܧ  )1ي  رابطه ௥஺ௌݕ௥ݑ
௥ୀଵ  
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.ݏ ෍        ݐ ௜஺௠ݔ௜ݒ
௜ୀ1

ൌ 1 

෍ ௥஺௦ݕ௥ݑ
௥ୀ1

൑ 1 

෍ ௥஺௦ݕ௥ݑ
௥ୀ1

െ ෍ ௜஺௠ݔ௜ݒ
௜ୀ1

൑ ୰ݑ 0 ൒ ε       r ൌ 1,…, s ݒ୧ ൒ ε       i ൌ 1,…, m 
  

 )2ي  رابطه

෍  ݔܽ݉ :஻஺ܧ ௥஻௦ݕ௥ݑ
௥ୀ1

 

.ݏ ෍        ݐ ௜஻௠ݔ௜ݒ
௜ୀ1

ൌ 1 

෍ ௥஻௦ݕ௥ݑ
௥ୀ1

൑ 1 

෍ ௥஻௦ݕ௥ݑ
௥ୀ1

െ ஺஺ܧ ෍ ௜஻௠ݔ௜ݒ
௜ୀ1

ൌ ୰ݑ 0 ൒ ε       r ൌ 1,…, s ݒ୧ ൒ ε       i ൌ 1,…, m 

ي ايـن مقـادير، بـراي هـر      بعد از محاسبه. كردرا محاسبه  ୅୆ܧو ୆୆ܧ توان طور مشابه مي هب
  .شود زير محاسبه مي صورت بهمقايسات زوجي   درماتريس ୧୨ܽ ، مقدارjو iجفت واحد 

௜௝ୀܽ  )3ي  رابطه ௜௜ܧ ൅ ௝௝ܧ௜௝ܧ ൅ ௝௜ܧ       , ܽ௜௜ ൌ 1 ሺ݅ ൌ 1,…, nሻ 

 

  AHPهاي واحدها توسط  وزن ي محاسبه :گام دوم
 هاي مربوطـه آمده در مرحله اول، بردار وزن  دست بهدر اين مرحله براي ماتريس مقايسات زوجي 

گيرنـده را   ها، واحدهاي تصميم محاسبه كرده و براساس اين وزن ماكزيممرا به كمك مقدار ويژه 
  .كنند مي بندي رتبه



  1391 بهار و تابستان، 8 شماره ،4 دوره ،ॠدশୌࢌ ਠൌ࣡ીی  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــ  56

  گيرنده واحدهاي تصميم بندي هرتببهبود يافته براي  AHP/DEAروش 
ــد، آن را انجــام دادهعليرضــايي و همكــاران در ايــن روش كــه   AHP/DEAگــام اول روش  ان

  ].1[ گيردمشابه انجام مي طور كاملاً هزير اصلاح شده و گام دوم ب صورت به
مـدل   از طريـق در اين روش ابتـدا  . هاي قبل را براي واحدها در نظر بگيريدمفروضات بخش

CCR شود  با ماهيت ورودي، كارايي هر يك از واحدها محاسبه مي: 
  

 )4ي  رابطه

.ݏ ௢ߠ ݊݅݉ :ܴܥܥ ෍        ݐ ௜௝௡ݔ௝ߣ
௝ୀ1

൑ ݅      ௜௢ݔ௢ߠ ൌ 1,…,m 

෍ ௥௝௡ݕ௝ߣ
௝ୀ1

൒ ݎ         ௥௢ݕ ൌ 1,…,s ߣ୨ ൒ 0       j ൌ 1,…, n 

௞ܶሺ݇ فضاي امكان توليد nسپس  ൌ 1,…,nሻ شود زير تعريف مي صورت به.  

௞ܶ )5ي  رابطه ൌ ሼሺܺ, ܻሻ| ෍ ௝ߣ ௝ܺ௡
௝ୀ1,j≠k

൑ ܺ, ෍ ௝ߣ ௝ܻ௡
௝ୀ1,୨ஷ୩ ൒ ܻ, ୨ߣ ൒ 0  j ൌ ሼ1, … , n ሽ 

  .ي مشاهدات است ام از مجموعه k ، فضاي امكان توليد پس از حذف واحد ୩ܶ در واقع
هر يك از فضاهاي امكـان توليـد فـوق،     اي، كارايي واحدها در مرحله n فرآيندسپس در يك 

ام حذف شده و كارايي ديگر واحدها بـه   kام، واحد  kديگر، در مرحله  ي گفته به. شودمحاسبه مي
  . شودمحاسبه مي) 6( ي رابطهكمك 

  )6ي  رابطه

.ݏ ௢ߠ      ݊݅݉ ෍        ݐ ௜௝௡ݔ௝ߣ
௝ୀ1,j≠k

൑ ݅      ௜௢ݔ௢ߠ ൌ 1,…,m 

෍ ௥௝௡ݕ௝ߣ
௝ୀ1,j≠k

൒ ݎ         ௥௢ݕ ൌ 1,…,s ߣ୨ ൒ 0       j ൌ 1,…, n
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آنگـاه نتـايج محاسـبات را     ،ام تعريـف شـود   kام پس از حذف واحد  iكارايي واحد  ௞௜ܧܶاگر 
  .نشان داد) 1( مانند جدول توان در جدولي مي

࢑ሺام K ها پس از حذف واحد كارايي .1جدول  ൌ ૚, ૛, …    ሻ࢔

N .  .  . 3 2 1 DMUs ܶ1ܧ
n .  .  . ܶܧ

1
ܧܶ 3

1
2ܧܶ 1 * 2

n .  .  . ܶܧ
2
ܧܶ * 2

2
3ܧܶ 2 1

n .  .  . * ܶܧ
3
ܧܶ 2

3
1 3 

.  .  . .  .  . .  .  . .  .  . .  .  . .  .  . 
nܧܶ .  .  . *

nܧܶ 3
nܧܶ 2

1 n 

  
ماتريس مقايسـات زوجـي از    ام درj ام به واحد i، ميزان ترجيح واحد )1(پس از تنظيم جدول 

 .آيد مي  دست به) 7( ي رابطه

 )7ي  رابطه
ܽ௜௝ୀ ௜ܧܶ ൅ ൛ܶܧ௜௝ െ ௝ܧ௝ൟܶܧܶ ൅ ൛ܶܧ௝௜ െ ,݅    ௜ൟܧܶ ݆ ൌ 1,…,n      , ܽ௜௜ ൌ 1     , ܽ௜௝ ൌ 1ܽ௝௜ 

௜௝ܧሼܶ و اسـت  4ي  ي شـماره  رابطـه حاصـل از   jو iهـاي واحـدهاي    كارايي ௝ܧܶو  ௜ܧܶكه در آن െ ، برابر jبه واحد  iدر واقع، ترجيح واحد . ام است jام بر واحد  iميزان تأثير واحد  ௝ሽܧܶ
  .بر يكديگر است j و i هاي كارايي و ميزان تأثيرگذاري واحدهاي نسبت

  روش پژوهش
  گيرنده واحدهاي تصميم بندي رتبه تقاطعي براي AHP/DEA روش

دهيم و سپس به تشـريح  تقاطعي را ارائه مي AHP/DEA بندي رتبهدر اين بخش ما ابتدا روش 
  .پردازيمهاي موجود ميهاي اين روش نسبت به روشها و مزيتويژگي

تقـاطعي   AHP/DEAيرنـده، روش  گ براي واحدهاي تصـميم  پيشهاي بخش هاي هبا فرضي
در اين روش گام اول هاي قبل را پيش گرفته با اين تفاوت كه در روش شدههمان دو گام انجام 

  .گيرد مي ي قبل انجامها و ساخت جدول مقايسات زوجي به سبكي متفاوت با روش
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 DEAتوليد ماتريس مقايسه زوجي با استفاده از: گام اول
ارزيـابي   8ي  شـماره   رابطه صورت به CCRدر اين روش ابتدا تمامي واحدها توسط مدل مضربي 

  .شود ميهاي بهينه از اين مدل استخراج  شده و وزن

 )8ي  رابطه

:ܴܥܥ  max ߠ       ൌ ∑ ௥௣ௌ௥ୀ1ݕ௥ݑ .ݏ  ෍        ݐ ௜௣௠ݔ௜ݒ
௜ୀ1

ൌ 1 

෍ ௥௝௦ݕ௥ݑ
௥ୀ1

െ ෍ ௜௝௠ݔ௜ݒ
௜ୀ1

൑ 0      ݆ ൌ 1,…,n ݑ୰ ൒ 0      r ൌ 1,…, s ݒ୧ ൒ 0       i ൌ 1,…, m 
براي هر واحد تصـميم گيرنـده،    CCRآورده از مدل   دست بهحال با استفاده از ضرايب بهين 

 :كنيمزير تعريف مي صورت بهرا  θ௞୲ مقدار

௞௧ߠ )9ي  رابطه ൌ ∑ ∗௥௞ݑ ∑௥௧௦௥ୀ1ݕ ∗௜௞ݒ ௜௧௠௜ୀ1ݔ
 

ام بـه كمـك    kهاي بهينه خروجي و ورودي براي واحد به ترتيب وزن ∗௜௞ݒو  ∗௥௞ݑكه در آن 
ام  kهـاي بهينـه واحـد    ام به كمك وزن tمقدار كارايي واحد  ௞௧ߠ به عبارت ديگر. است) 8(مدل 
فوق براي هـر دو زوج واحـدهاي تحـت بررسـي مـاتريس تقـاطعي زيـر را         فرآيندبا انجام . است

  .خواهيم داشت

  ماتريس تقاطعي .2جدول 

θn
1 ... θ2

1 θ1
1 

θn
2 .... θ2

2 θ1
2 

... ... ... ... 

θn
n ... θ2

n θ1
n 

  
ي  رابطـه  صـورت  بهماتريس تقاطعي فوق، مقادير ماتريس مقايسات زوجي  ي محاسبهپس از 

 .شود محاسبه مي 10ي  شماره
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௜௝ୀܽ )10ي  رابطه ௜௜ߠ ൅ ௝௝ߠ௝௜ߠ ൅ ௜௝ߠ    ݅, ݆ ൌ 1,…,n , ܽ௜௜ ൌ 1 , ܽ௜௝ ൌ 1௝ܽ௜ 
ܣ ماتريس مقايسه زوجـي ) 10(با توجه به رابطه  ൌ ൫ܽ௜௝൯௡ൈ௡  كنـيم كـه در    مـي  را توليـد

با توجه . است jو  iبراي واحدهاي  )8(ي  رابطههاي حاصل از كارايي ௝௝ߠو  ௜௜ߠعناصر آن مقادير 
در  ௜௜ߠ=1از آنجـايي كـه   . ام ناكارا باشد jام كارا و واحد  i، فرض كنيد واحد )10(به رابطه شماره 

௜௜ߠطعي روابط صورت كسر قرار دارد و همچنين با توجه به تعريف كارايي تقا ൐ ௜௜ߠ، ௝௝ߠ ൒ ، ௝௜ߠ ௝௝ߠ ൒ ௜௝ܽ: اريـم د) 10(در رابطه شـماره   ௜௝ܽبنابراين با توجه به تعريف . يمررا دا ௜௝ߠ ൐ ، كـه  1
  .ام است jام نسبت به واحد  iبرتري واحد  ي اين نشان دهنده

  AHPهاي واحدها توسط  محاسبه وزن :گام دوم
هاي مربوطـه  آمده در مرحله اول، بردار وزن  دست بهدر اين مرحله براي ماتريس مقايسات زوجي 

هـا، واحـدهاي    محاسـبه كـرده و براسـاس ايـن وزن     )௠௔௫ߣ( مـاكزيمم را به كمك مقدار ويـژه  
 .كنند مي بندي رتبهگيرنده را  تصميم

  اين مقاله در حالت خاصو روش پيشنهادي   واحدها  در كارايي  (U,V)  نقش ضرايب 
. پـردازيم گيرنـده مـي  در كارايي واحـدهاي تصـميم    )u,v( هايدر اين بخش به تشريح نقش وزن

     .]3[ براي درك بهتر مطلب مثال زير با دو ورودي و يك خروجي را در نظر بگيريد

  گيرنده با دو ورودي و يك خروجيواحدهاي تصميم .3جدول 
 Fواحد  Eواحد  Dواحد  Cواحد Bواحد Aواحد واحدها
 10 2 4 8 7 4 1ورودي 
 1 4 2 1 3 3 2ورودي 
 1 1 1 1 1 1 1خروجي 

  
  .زير خواهد بود صورت بهها اين داده CCRمدل 

 

 )11ي  رابطه

ݔܽ݉    :ܴܥܥ ߠ ൌ .ݏ ௣ݕݑ ∑        ݐ ௜2௜ୀ1ݒ
௜௣ݔ ൌ1 ݕݑ௝ ൑ 1pݔ1ݒ ൅ ݆       2pݔ2ݒ ൌ 1, … , ݑ 6 ൒ 0  , ,1ݒ 2ݒ ൒ 0 

  :داريمبنابراين را محاسبه كنيم   A  خواهيم كارايي واحدفرض كنيد مي
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  )12ي  رابطه

ߠ ݔܽ݉    :ܴܥܥ ൌ .ݏ ݑ 1ݒ4        ݐ ൅ 2ݒ3 ൌ ݑ 1 ൑ 1ݒ4 ൅ ݑ ሻܣሺ 2ݒ3 ൑ 1ݒ7 ൅ ݑ ሻܤሺ 2ݒ3 ൑ 1ݒ8 ൅ ݑ ሻܥሺ 2ݒ ൑ 1ݒ4 ൅ ݑ ሻܦሺ 2ݒ2 ൑ 1ݒ2 ൅ ݑ ሻܧሺ 2ݒ4 ൑ 1ݒ10 ൅ ݑ ሻܨሺ 2ݒ ൒ ,  ߝ ,1ݒ 2ݒ ൒  ߝ

  :مثبت است داريمu  از آنجايي كه 

  )13ي  رابطه

ߠ ݔܽ݉    :ܴܥܥ ൌ .ݏ ݑ 1ݒ4       ݐ ൅ 2ݒ3 ൌ 1 

1 ൑ 4
ݑ1ݒ ൅ 3

ݑ2ݒ  ሺܣሻ 

1 ൑ 7
ݑ1ݒ ൅ 3

ݑ2ݒ  ሺܤሻ 

1 ൑ 8
ݑ1ݒ ൅ ݑ2ݒ  ሺܥሻ 

1 ൑ 4
ݑ1ݒ ൅ 2

ݑ2ݒ  ሺܦሻ 

1 ൑ 2
ݑ1ݒ ൅ 4

ݑ2ݒ  ሺܧሻ 

1 ൑ 10
ݑ1ݒ ൅ ݑ2ݒ  ሺܨሻ ݑ ൒ ,  ߝ ,1ݒ 2ݒ ൒  ߝ

1ݒ4  معادله ൅ 2ݒ3 ൌ را    u سازيماكزيمممسئله   u با تقسيم اين معادله بر. در نظر بگيريد 1
  .كنيمتبديل مي  1௨ سازيبه مسئله مينيمم

4 )14ي  رابطه
ݑ1ݒ ൅ 3

ݑ2ݒ ൌ  ݑ1

مـرز ناحيـه   . دهد، ناحيه شدني مثال بالا در فضاي دو بعدي را نشان ميp در شكل زير ناحيه 
 p  يخط نظير واحدهاي كاراپاره  . خط و محورهاستپاره سه شامل  E ،D  وC است.  
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  Pناحيه  .1شكل 

  .كندرا قطع مي  p كه به ازاي آن خط زير، ناحيه   t بنابراين مسئله تبديل به تعيين مينيمم 

4 )15ي  رابطه
ݑ1ݒ ൅ 3

ݑ2ݒ ൌ t 

,1ݒሺ هر ,1݌ሺ خطروي پاره  2ሻݒ ,2݌ሺ  و 2ሻ݌ ,3݌ሺ و  3ሻ݌   C ،  D  هاي بهينترتيب وزن به 4ሻ݌
هـر نقطـه روي مـرز     ، پسفرد نيستند هاي بهين واحدهاي كارا منحصربهبنابراين وزن. است  E  و

 .شود شمرده مييك وزن بهينه براي واحدهاي كارا   pناحيه 
و چنـد  توان به طور مشابه اين حالـت را بـه حالـت چنـد ورودي      مي با استفاده از مطالب بالا

    .ها سروكار داريمها با ابر صفحهخروجي تعميم دهيم،كه در اين حالت
در . قضيه زير را ثابت كنيم تقاطعي  AHP/DEA توانيم براي  مي حال با توجه به مباحث بالا

  .واقع اين قضيه جمع بندي مطالب گذشته است
 ام و واحـد  i هاي مربوط به واحدوزن  ௝ݓو௜ݓام ناكارا باشد j ام كارا و واحد i اگر واحد : 1قضيه    

 j  ݓ:آنگاه داريم .اندآمده  دست بهام باشندكه با استفاده از روش بهبود بافته௜ ൐   ௝ݓ
  :كافي است نشان دهيم كه در ماتريس مقايسه زوجي داريم :اثبات  

 ܽ ௜௞ ൒ ௝ܽ௞   ݇ ൌ 1,…,n 
  :زير صورت بهتوان اين شرط را محدودتر كرد حتي مي

 ܽ ௜௝ ൒ ௝ܽ௝ ൌ 1 
   .شودبا نشان دادن شرط محدود شده بالا حكم قضيه ثابت مي

از آنجايي كه  . ام ناكارا باشد jام كارا و واحد  i، فرض كنيد واحد )10(با توجه به رابطه شماره 
௜௜ߠدر صورت كسر قرار دارد و همچنين با توجه به تعريف كارايي تقـاطعي روابـط    ௜௜ߠ=1 ൐ ، ௝௝ߠ
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௜௝ܽنشان دادن  ൒  )u,v(  كه ضرايب بهين از آنجايي. كنيمقبل استفاده مي ي بخش ها از بحث 1

 ام انتخـاب  i توانيم ضرايب بهيني را براي واحـد  براي واحدهاي كارا منحصر به فرد نيست، ما مي
௜௜ߠطوري كه علاوه بر برقـراري روابـط   به ،كنيم ൐ ௜௜ߠ، ௝௝ߠ ൒ ௝௝ߠ، ௝௜ߠ ൒ همچنـين داشـته    ௜௝ߠ
௝௜ߠ:باشيم ൒ ௜௝ܽدر اين صورت . ௜௝ߠ ൒   .شودمي برقرار 1

مـا بـا اسـتفاده از اينكـه     . كنـيم ساختاري تكيه مي بندي رتبهدر واقع در قضيه بالا ما به يك 
 بنـدي  رتبـه توانيم يك روش مي ،فرد نيستند گيري منحصربه هاي تصميمضرايب بهين براي واحد

كـه در روش كـارايي    دگـرين هـاي  با اين كار ما مشكل جـواب . متكي بر اين ساختار ارائه دهيم
 نيسـتيم  )u,v( ضرايبي تقاطعي بود را رفع كرديم، به اين صورت كه ما مجاز به استفاده از همه

 .دهداشتباه مي بندي رتبهطوري كه استفاده از ضرايب غير مجاز  به

  هاي پژوهشيافته
  تقاطعي AHP/DEAها و مزاياي روش ويژگي
اي تقـاطعي بـر اسـاس تمركـز واحـده      AHP/DEAحاصل از روش  بندي رتبهاساس  .1

بـا ايـن تفـاوت كـه در     اسـت،   1تقـاطعي  بندي رتبهكه اساس  ستناكارا در اطراف واحدهاي كارا
است واحدهاي كـارا   هاي دگرين وجود دارد، ممكنتقاطعي از آنجايي كه مشكل جواب بندي رتبه

 AHP/DEAحال آنكه ايـن مشـكل در روش    ،تر از واحدهاي ناكارا قرار بگيرند يناي پايدر رتبه
  . رفع شده است 1تقاطعي با توجه به قضيه 

روش  ،ســينواني اســترن و همكــاران ي شــده ارائــه AHP/DEAدر مقايســه بــا روش  .2
AHP/DEA  را نيـز برطـرف    اند كردهعليرضايي و همكاران به آن اشاره تقاطعي سه مشكلي كه

پـذيري بهتـري نسـبت بـه روش     اي قـدرت تفكيـك  در واقـع، روش پيشـنهادي دار  . ]1[كند  مي
AHP/DEA  ناكاراي كارا ـ   بندي رتبهاست ضمن آنكهDEA فرآينـد دهد و در را نيز تغيير نمي 

 .كند ميگيرنده استفاده از وجود تمامي واحدهاي تصميم بندي رتبه
عليرضـايي و همكـاران    پژوهش، در AHP/DEAهر چند معايب مطرح شده بر روش  .3

از ديـدگاه محاسـباتي مـورد     مطالعهانجام گرفته در اين  فرآيندبا اين حال  ،ده استشف نيز برطر
nሺnبه تعـداد   ،واحد داشته باشيم nدر واقع در اين روش اگر . ]1[ انتقاد است െ 1ሻ ൅ n    مرتبـه

                                                 
1. Cross Efficiency 
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 AHP/DEAحال آنكـه در روش   .كرد بندي رتبهتا بتوان واحدها را  شودحل  LPبايستي مسئله 
 بنـدي  رتبـه نياز است تا ماتريس تقاطعي را تشـكيل داده و واحـدها را    LPمسئله  nتقاطعي تنها 

 ـ ي بهبود يافتـه برپايـه   AHP/DEAروش  بندي رتبهاما از آنجايي كه اساس  كنيم، ثير حـذف  أت
 AHP/DEA بنـدي  رتبـه ولي اسـاس   است،اي امكان توليد بر ساير واحدها واحدهاي كارا از فض

رو داراي  از ايـن  اسـت، تمركز واحدهاي ناكارا در اطراف واحدهاي كارا  ي تقاطعي تقاطعي برپايه
 .متفاوت هستند بندي رتبه

تقاطعي بـراي تشـكيل مـاتريس مقايسـات      AHP/DEAانجام گرفته در روش  فرآيند .4
ست كه اغلب ماتريس تشكيل شده داراي شاخص ناسازگاري كوچكتري نسبت ا اي گونه هزوجي ب

. ها خواهيد ديد در دو روش ارائه شده است كه توضيحات بيشتر را در مثالبه ماتريس توليد شده 
روشي كه در آن منجر به توليد ماتريس مقايسه  مراتبي سلسلهتحليل  فرآيندبنابراين از ديد روش 

 .شود، روش بهتريستزوجي با ناسازگاري كوچكتر مي

  :ي عدديها مثال
تقـاطعي   AHP/DEAروش  ي ر آنهـا بـه ارائـه   در اين بخش چندين مثال آورده شده است كه د

  .شود ميمقايسه  بندي رتبههاي پرداخته و نتايج حاصل از آن با ساير روش
 1خروجي پرداختـه  3ورودي و  3گيرنده  با واحد تصميم  5 بندي رتبهبه   مثال اين   در. 1مثال 

 3ارائه شده در بخش  تقاطعي را با نتايج حاصل از دو روش  AHP/DEAو نتايج حاصل از روش 
  .كنيممقايسه مي

واحـدها   ي بـراي همـه    AHP/DEA روش  ،كنيـد ملاحظـه مـي  ) 5(طور كه در جدول  همان 
هـر دو روش  . پذيري ضعيف اين روش دارددهد كه نشان از قدرت تفكيكرا نتيجه مي 1 ي رتبه

AHP/DEA  بهبود يافته وAHP/DEA  بنـدي  رتبـه بـا   كامل و البته سازگار بندي رتبهتقاطعي 
 ـ با اين حال رتبه واحدهاي كارا در دو روش با توجه به اساس  ،دهندارائه مي CCRناكاراي  كارا 
تقاطعي و بهبود يافته  AHP/DEAدر اين مثال خاص هر دو روش . آنها متفاوت است بندي رتبه

كنيد كه ايـن  مي مشاهده) 5(اما با توجه به جدول . است 0000892/0داراي نرخ ناسازگاري برابر 
آنهـا كـه در    بندي رتبهتوان با توجه به اساس اين تفاوت را مي. متفاوتي دارند بندي رتبهدو روش 
قابل ذكر ديگر زمان انجام محاسبات است  ي نكته. هاي قبلي به آن اشاره شد، توجيح كردقسمت

 AHP/DEAتقاطعي زمان بسيار كمتري نسبت بـه روش   AHP/DEAكه بر اين اساس روش 
  .به خود اختصاص داده است بندي رتبهبهبود يافته براي 

  
                                                 

  . 1389از عليرضايي و رفيعي ثاني،  1هاي مثال  داده. 1
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  2ي مثال ها داده .4جدول 
  1واحد 2واحد 3واحد 4واحد 5واحد

 1ورودي 9/4 5/5 4/4 4 6/4
 2ورودي 2 3/2 7/1 1 2

 3ورودي 1500 2100 2000 1800 1900
 1خروجي 20000 18000 21000 20000 20000

 2خروجي 5 8 7 8 7
 3خروجي 9 8 7 5 8
 كارايي 1 95/0 1 1 1

ࢿ(. 5جدول  ൌ 0001/0 , ࢞ࢇ࢓ࣅ ൌ 0004/5(  
  1واحد 2واحد 3واحد 4واحد 5واحد
3 1 4 5 2 AHP/DEAبهبود يافته 
1 1 1 1 1 AHP/DEA 
4 2 3 5 1 AHP/DEAتقاطعي 

  
بـا اسـتفاده از    ]7[خروجي  2ورودي و  2واحد همراه با   6 بندي رتبهاين روش به    در .2مثال 

. كنيممقايسه مي بندي رتبهروش ديگر 10تقاطعي پرداخته و نتايج را با نتايج   AHP/DEA روش 
نشان داده شـد،   1هاي تركيبي كه در مثال تقاطعي با روش  AHP/DEAعلاوه بر مقايسه روش 

موجود  يبند رتبههاي تقاطعي با ساير روش  AHP/DEAيكي از اهداف اين مقاله مقايسه روش 
   .است تا برتري روش پيشنهادي اين مقاله در قالب مثال به نمايش گذاشته شود

در اين مثـال  . ناسازگارند  DEA  بندي رتبهها با كنيد اكثر اين روشطور كه ملاحظه مي همان
شـود  بندي منطقي دارد كه اين روش نيز در برخي از حالات نشدني مي  رتبه 1كاراييتنها روش ابر

  .دهدنتايج لازم را نتيجه نميو 

  3هاي مثال داده . 6جدول 
  1واحد 2واحد 3واحد 4واحد 5واحد 6واحد

 1ورودي 5/1 4 2/3 2/5 5/3 2/3
 2ورودي 2/0 7/0 2/1 2 2/1 7/0
 1خروجي 4/1 4/1 2/4 8/2 9/1 4/1
 2خروجي 35/0 1/2 05/1 2/4 5/2 5/1
 كارايي 1 1 1 1 98/0 87/0

                                                 
1. super efficiency 
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ࢿ. ( 7جدول  ൌ 0001/0 , ࢞ࢇ࢓ࣅ ൌ 012/6(  

  بندي رتبه
  1واحد 2واحد 3واحد 4واحد 5واحد 6واحد
6 4 3 2 5 1 Model(8) rank

6 5 1 1 1 1 CCR

6 5 1 1 1 1 Additive

6 1 1 1 1 1 BCC

6 5 4 3 2 1 Super - efficiency 
6 5 4 3 2 1 Statistical-based model (CCA)

6 4 3 2  5 1 Statistical-based model (DR/DEA)

6 4 2 5 2 1 Cross-efficiency – aggressive

6 3 1 5 4 1 Cross-efficiency – benevolent

6 3 1 5 4 1 Liang et al.’s model

6 5 3 4 2 1 AHP\DEAتقاطعي 

 

 3خروجـي بـا اسـتفاده از     2ورودي و  2واحد همراه بـا    3 بندي رتبهدر اين مثال به  .3مثال 
هدف از اين مثال نشان دادن  ].7[ پردازيمبهبود يافته مي  AHP/DEA و   MAJ و   AP روش 

  .است  AP و   MAJهاي تقاطعي نسبت به روش AHP/DEAپذيري روش  قدرت تفكيك
جـواب    AP و   MAJ دو روش  مثالي در اينجا معرفي شده كه ،كنيدطور كه ملاحظه مي همان 

سازگار با  بندي رتبهتقاطعي داراي   AHP/DEA دهد اما روش نشدني براي يك واحد را ارائه مي
 CCR  داراي خروجـي   3و1، هـر دو واحـد    فرماييدملاحظه مي) 9(كه در جدول  طور همان. است

   .تري داشته باشند، بنابراين منطقي است كه رتبه پايين صفر هستند

  4هاي مثال داده . 8جدول 

  1واحد 2واحد 3واحد

 1ورودي 4 1 8

 2ورودي 2 5 1

 1خروجي 0 1 0

 2خروجي 1 1 1

 كارايي 1 1 1
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ࢿ . 9جدول  ൌ ࢞ࢇ࢓ࣅ ,0/0001 ൌ 3/018   

 بنديرتبه
  1واحد 2واحد 3واحد

  MAJ روش 2 نشدني 1
  AP روش 2 نشدني 1
2 1 3 AHP/DEAتقاطعي 

  و پيشنهادها گيري نتيجه
تقـاطعي ارائـه    AHP/DEAموسوم به روش  AHP/DEAما يك روش تركيبي  مطالعهدر اين 

ايـن روش   با وجودي كهنشان داديم كه . تقاطعي است بندي رتبهآن  بندي رتبهكرديم كه اساس 
تقاطعي را كه منجر  بندي رتبهبا اين حال مشكل روش  ،تقاطعي است بندي رتبهبرگرفته از روش 

شد، را نداشته و در عين حـال   مي تر يك واحد ناكارا پايين ي به قرار گرفتن يك واحد كارا در رتبه
ها و به كمـك   در مثال. كندي تركيبي ارائه شده در اين زمينه نيز بهتر عمل ميها نسبت به روش

 AHP/DEAمعايـب روش   كـردن  قضيه نشان داديم كـه روش پيشـنهادي، ضـمن بـر طـرف     
داراي سـرعت   ،بهبود يافته نيز AHP/DEAسينواني و همكاران، در مقايسه با روش ي  شده ارائه

ها مشاهده شد، در اغلب  طور كه در مثال همچنين همان. عمل بيشتري از ديدگاه محاسباتي است
است  تقاطعي داراي يك ماتريس مقايسات زوجي با ناسازگاري ناچيز AHP/DEAحالات روش 

بنابراين . حاصل از روش پيشنهادي است بندي رتبهبالا بودن درصد اطمينان  ي اين خود نشانهكه 
توان بر سـرعت  بهبود يافته مي AHP/DEAتقاطعي نسبت به روش  AHP/DEAبرتري روش 

 صـورت  بـه هـا و  و توليد ماتريس مقايسه زوجي با ناسازگاري كمتر كـه فقـط در مثـال    بندي رتبه
 .تجربي قابل مشاهده است، تكيه كرد

گيري چند معيـاره ابزارهـايي هسـتند كـه امـروزه      هاي تصميمها و روشتحليل پوششي داده
تحقيقـات نشـان   . اندگيري پيدا نمودههاي كنترل، مديريت و تصميمكاربردهاي فراواني در زمينه

هايي جديد و پر كـاربردي  و روش توانند به زيبايي با هم تركيب شوندها ميدهد كه اين روشمي
در ايـن  شـد  كه مشـاهده   طور همان. توليد كرد به طوري كه نقاط ضعف يكديگر را پوشش دهند

در همين . تركيب شد DEAبا  AHPگيري چند معياره به نام هاي تصميميكي از روش پژوهش
   .هاي تركيبي بسياري توليد كردتوان روشراستا مي
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