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 چکیده
هارمونیک، که از نسبت تألیفی یا همان نسبت هارمونیک به دست  واسطۀ

حسابی و هندسی، سه مقدار متوسط اصلی در  واسطۀ آید، در کنار دومی
ه و تا جایگا در مقالۀ پیش رو قصد داریمکردند. ریاضیات قدیم را مشخص می

ن این در بخش اول ای بر . بنااین نسبت را در طول زمان مشخص کنیمتاریخچۀ 
شوند. در بخش دوم تاریخچۀ مرتبط با این نسبت و روابط منتج از آن معرفی می

جامانده از دورۀ علم اسلامی که ه شود. در بخش سوم رسالات ببت بیان مینس
 شوند. در بخش چهارمشوند معرفی میبه این نسبت مربوط می جداگانهطور ه ب

نجم . در بخش پبیان شده است تألیفیه رسالۀکوبنانی و  ۀبار اطلاعات لازم در
ترین اثر در این اثر ابو اسحاق کوبنانی که مهم تألیفیه رسالۀمتن تصحیح شدۀ 

 زمینه است به همراه توضیحات ریاضی آن آمده است.

ۀ ، واسط، نسبت تألیفیابواسحاق کوبنانی، تاریخ ریاضی ها:کلیدواژه
 هارمونیک.
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 بارۀ نسبت تألیفی در
تفاضل عدد سبت ه نکن سه عدد چنان یاست ب یارابطه)یا نسبت تألیفیه(  یفیتناسب تأل

تر به تر، برابر باشد با نسبت عدد بزرگکوچکو  یانیبه تفاضل عدد م یانیتر و مبزرگ
  :ترکوچکعدد 
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توان دو رابطۀ دیگر را به دست است می نسبت تألیفی( که همان تعریف 1از رابطۀ )

۱ ( به این معناست که2آورد. رابطۀ )
𝑏
۱ نیب یواسطۀ حساب 

𝑐
۱و  

𝑎
( به این 3است و رابطۀ ) 

( 3است. در واقع رابطۀ ) 𝑐و  𝑎 نیب یتوافق واسطۀا ی یفیواسطۀ تأل 𝑏 معنا است که
 شود و معادلۀ کلیهارمونیک نیز نامیده می واسطۀاست که  واسطهحالت خاص این نوع 

 ی است. برای تمامفیثاغورس واسطۀمونیک یکی از سه هار واسطۀ( است. 4آن رابطۀ )
هارمونیک  واسطۀ، باشندساوی هایی که شامل حداقل یک جفت مقدار ناممجموعه

 واسطۀاست و  واسطهترین حسابی بزرگ واسطۀو است  واسطهترین همیشه کوچک
 (.54ص 1)کونگ، هندسی همیشه میان آن دو است

 کاربرد نسبت تألیفی در موسیقی
قی های مربوط به موسیکه در رساله استنسبت هارمونیک یکی از سه نسبت متداولی 

کتب در م کردند. نخستین بار نظریۀ موسیقی افلاک، کهآن یاد میاز در یونان قدیم 
                                              

1. Kung 
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م( 120-60از نیکوماخوس ) 1هارمونیدرکتاب راهنمای  ،افلاطونی دارای اهمیت بود
 هارمونیک تیمائوسچه افلاطون در تبیین آن»در باب هشتم با عنوان  . اوآمده است

دهد که پردازد و توضیح میافلاطون می تیمائوساز  b-36aبه شرح بخش « نامدمی
 از این دو، .در آن وجود دارد 9و  8 ۀواسطاست که دو  6و  12بین  2فاصلۀ مضاعف

از شش بیشتر است و به اندازۀ  6هارمونیک است زیرا به اندازۀ یک سوم  ۀواسط 8
ۀ ابر فاصلرهم دوب 4یعنی  واسطهبیشترین از  ۀکمتر است و فاصل 12از  12یک سوم 

این نسبت این است که ویژگی کند اضافه میاو است.  2یعنی  واسطهکمترین از 
ضرب صلبرابر حا دو 144یعنی  واسطهتر در تر و کوچکرب جمع بزرگضصلحا

 حسابی است ۀواسط ،9 دیگر، یعنی ۀواسطاست.  72تر یعنی تر در بزرگکوچک
 (.260ص 3)بارکر،

است.  5کوینتیلانوس ساز آریستی 4دربارۀ موسیقیکتاب واجد اهمیت دیگر، رسالۀ 
های هارمونیک، هندسی و حسابی واسطهدوم این کتاب به بررسی  ۀباب پنجم از مقال
، زیسته استدر قرن اول بعد از میلاد می که احتمالاًکوینتیلانوس اختصاص دارد. 

تمام موارد  آوریجمع ،داردکه خودش اظهار میچنان ،از نگارش این کتابرا هدفش 
های حسابی، هندسی و هارمونیک را به ترتیب گانهاست. سهدانسته مربوط به موسیقی 

اعداد مختلف را براساس  6کند. او در باب معرفی می 3،4،6و  2،4،8و  2،3،4با 
 را از نظر موسیقیایی منحصر 12کند و عدد گر چه چیزی هستند معرفی میاینکه نشان

هرکدام به آن دارای نسبتی هستند که طبیعت ما قادر  9و  8، 6، 4 داند زیرافرد میه ب
 (.394-392)بارکر، ص ن صدا را تغییر دهداست روی آن تُ

ها بیان به شکل دقیق در مورد نسبت 7بوئتیوس 6موسیقی اصولاین نظریه در کتاب 
. این کتاب پس از چاپ در دورۀ رنسانس در ایتالیا یکی از منابع اصلی نظریۀ ه استشد

)تتراکورد(  1،2،3،4موسیقی شد. مشکل اساسی این بود که با چهار رقم اصلی یعنی 

                                              
1. Enchiridion 

2. Duple Interval 

3. Barker 

4. De Musica 

5. Aristides Quintilianus 

6. De institutione musica 

7. Boethius 
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9 شد نسبتنمی
8
بر  نیتبمرا بازسازی کرد که نقش مهمی در ساختمان آن نوع موسیقی  

ده شد هارمونیک نقش مهمی دا ۀواسطان به عنو 8این به  بر بنا ،دارد 12عدد 
 (.78ص 1)چادویک،

 
 های هارمونیک در موسیقی. نسبت1شکل

  

                                              
1. Chadwick 
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ألیفیه نسبت ت ۀوجه تسمی در بیانکه از دورۀ اسلامی باقی مانده است  هاییدر رساله
وسیقی در زیرا با مگویند نیز مینسبت مؤلفه و تناسب تألیفی  آنشود که به اشاره می

های : رساله برای نمونه نکشده است )و موسیقی صناعت تألیف نامیده می ارتباط است
. البته باید در نظر داشت که تألیف نسبت در موسیقی با تألیف نسبت (6و  5، 2شمارۀ 

در ریاضیات دورۀ اسلامی تعریف دیگری  «هنسبت مؤلف»در ریاضیات متفاوت است، 
دست بهضرب دو نسبت دیگر از حاصل ، به زبان امروزی،کهاست نسبتی  و آندارد 
𝑎 که در رابطۀ چنانبیاید، 

𝑏
=
𝑐

𝑑
×
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𝑓
𝑎نسبت  

𝑏
𝑐مؤلف است از  
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𝑓
ات یکراشبیرونی، ) 

لۀ حل ما اشکل من مصادرات رسا(. خیام نیز در 23، صالتفهیم؛ همو، 4، صالهند
ته نام دارد به همین نک« فی تألیف النسبة و تحقیقه»در مقالۀ سوم که  قلیدساصول ا

اشاره کرده است که تألیف نسبت در موسیقی با این تألیف نسبت متفاوت است 
( و منظور از آن در موسیقی، ترکیب و نقصان است. خیام در 155-153)همایی، ص

ر آن ه برخی اجزای موسیقی بکه اقلیدس در مقالۀ هشتم به این نسبت ک نویسدمیادامه 
ستقیم به طور مبه  اصولمبتنی است پرداخته است، اما با توجه به اینکه در مقالۀ هشتم 

ای که این مقالۀ هشتم باید مقاله روداحتمال میای نشده است نسبت هارمونیک اشاره
کند که در شرح اقلیدس باشد که خیام در ادامه اشاره می اصول موسیقیاز کتاب 

ای از خیام به جا مانده است ای نوشته است. اگرچه نه چنین رسالهمشکلات آن رساله
یقی بارۀ موس دو کتاب در البته( و نه چنین کتابی از اقلیدس، 340-388)همایی، ص

 هشتم. از طرف دیگر مقالۀ (431-430ص 1تامس،-)بالمر به اقلیدس منتسب هستند
ند با توانصوص قضایای چهارم و پنجم آن میبا موسیقی در ارتباط است و به خ اصول

 2بِلیسیما،) موسیقی فراهم آورند ۀترکیب نسبت زمینۀ ریاضی خوبی برای بیان نظری
قلیدس ا اصولکه خیام به مقالۀ هشتم  این احتمال را هم دادتوان این می بر بنا (،183ص

ز تألیف در موسیقی مراد اشود که نقصان و ترکیبی که کند. او در ادامه متذکر میاشاره می
ها راه مشترکی وجود دارد دل هستند و برای به دست آوردن آننسبت است با هم معا

 (.218)خیام، ص

ه بخشی از ک ،نسبت تألیفی را در ایقاعابن سینا رسد که به نظر می ،در دورۀ اسلامی
دارای کاربرد دانسته است. این نکته در رسالۀ  ،صنعت تألیف یا همان موسیقی است

                                              
1. Bulmer-Thomas 

2. Bellissima 
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( آمده است و نویسندۀ رساله در ادامه 2شمارۀ )رسالۀ  ةمن کفایة المنصوری ة حسابیةفائد
ت به این دلیل باشد که نسبت طرفین مؤلف استواند میتوضیح داده است که وجه تسمیه 

دشان ی هستند و از خواز نسبت فضلین و این در ظاهر مشخص نیست زیرا دو نسبت یک
اً باشد کند و این ممکن است سهوشود و ابن سینا چنین اشتباهی نمینسبتی تألیف نمی

 کنندۀ کلام ابن سینا باشد.یا اشتباه نقل

از بخش ریاضیات کتاب  جوامع علم موسیقیابن سینا در فصل دوم از مقالۀ دوم از 
ر این بخش او کند. دتألیفی اشاره میبارۀ تضعیف و تصنیف است به نسبت  که در شفا

توضیح  دهد. اوراه یافتن تضعیف و تصنیف را برای فواصل موسیقیایی توضیح می
تر مربع مخرج دهد که برای انجام تضعیف باید سه عدد را حساب کنیم، عدد کوچکمی

مخرج در صورت، برای  ضربصلتر مربع صورت و عدد وسط حااست و عدد بزرگ
آید که به دست می 4،6،9، سه عدد سه دوم یعنی ،ضعیف نسبت ذی الخمسمثال در ت
گوید که انجام او در ادامه می است.سه دوم  4و  6به فاصلۀ  6و  9فاصلۀ نسبت در آن 

ها جذر وان از آنعکس این کار ساده نیست زیرا باید که اعداد مربع کامل باشند تا بت
توان وجود ندارد یعنی نمی« نسبت منطوق 1قاعای»گرفت و اگر چنین نباشند راهی برای 

جای آن از توان بهاین می بر واسطۀ هندسی را که نسبت گویایی باشد به دست آورد، بنا
عددی استفاده کرد. او ابتدا روشی برای انجام این کار با استفاده  ۀواسطتألیفی یا  ۀواسط
دهد. تألیفی روش دیگری را شرح می ۀواسطدهد و سپس بر اساس حسابی می ۀواسطاز 

𝑐−𝑎او رابطۀ 

𝑏−𝑎
=
𝑐+𝑎

𝑎
تألیفی است از روی بقیه  ۀواسطکه  𝑏 کند که در آنرا معرفی می 

دهد م میه هشتم انجاطنینی یعنی نُنسبت جملات قابل محاسبه است. او این کار را برای 

8 ۀ آنکه نتیج 8
17

ی فواصل کم تخمین خوبحسابی کمتر است ولی در  ۀواسطاست که از  

های دیگر غیر از شود که برای تقسیمشود. او در ادامه متذکر میبرای آن محسوب می
تنصیف استفاده از واسطۀ تألیفی دشوار است و بهتر است از واسطۀ عددی استفاده شود 

 (.40-38)ص

                                              
در  سینا استفاده از نسبت تألیفی شاید وجود کلمۀ ایقاع در این جمله باعث شده است که گمان شود منظور ابن .1

در  های موجودایقاع بوده که نادرست است زیرا ایقاع در واقع بخشی از علم تألیف است که به ساختار سکوت
 پردازد.نغمات می
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ت سا موجوددانشگاه تهران مرکزی کتابخانۀ بارۀ این نسبت در  ای که دردر رساله
را در  تاست که علمای فن موسیقی دو نسبشده ( توضیح داده 5شمارۀ )رسالۀ 

که دومی را شارع مقدس  «ملتذّه»و یکی  «مشمئزّه»اصطلاحات خود دارند، یکی نسبت 
پنج نخ  که اولیتألیف نسبت ملتذه به این صورت است  در دو تار منع کرده است مثلاً 

به شرط دانستن عدد سوم است که التذاذ دارد. این ه نخ دارد، نواختن این دو و دومی نُ
رسد زیرا رابطۀ میان نسبت هارمونیک و توضیح نادقیق است و به نظر درست نمی

توان بر اساس گام هارمونیک توضیح داد. اگر نتی با بسامد مشخصی موسیقی را می
های گامسازد هم در های که بسامدشان با آن یک تصاعد حسابی میداشته باشیم نت
شوند. بسامد هر نت حاصل از ارتعاش یک سیم با عکس طول سیم بالاتر ظاهر می
بی هایی که بسامدشان تصاعد حساهای متناظر با نتاین طول سیم بر متناسب است بنا

آورند که در آن طول سیم، واسطۀ تألیفی میان طول سازد تصاعد هارمونیک پدید میمی
 (. 33سیم برای بسامد بعدی است )باقری، صسیم برای بسامد قبل و طول 

ۀ خاص ی جز این رابطدیگر معنای داشت که نسبت تألیفی در موسیقیباید در نظر 
بین آواها برای  شود کهدارد. نسبت تألیفی در موسیقی به هر نسبتی گفته مینیز ریاضی 

 ةلرسالابیش از یک نسبت خاص است. کتاب  ، و اینشودساختن نغمۀ خوش رعایت می
که در حدود سال  الدین ارمویصفی من بن یوسفؤاثر عبدالم یةلیفأالت النسبفی ةالشرفی
ها های موسیقیایی اختصاص دارد. این نسبتنوشته شده است به همین نسبت ق666

اند اما ربط واز و موافق طبعنهستند که گوش ییریاضی بین آواها ایگر رابطهاگرچه بیان
ت تألیفی در معنای خاص ریاضی ندارند. با این حال باید در نظر داشت مستقیمی به نسب
بندی بوئتیوس آمده است، مشابه تقسیم ایبندینیز تقسیم این رساله که برای مثال در
ه هشتم هم به عنوان طنینی معرفی شده است و نسبت نُهای موسیقی مثل دیگر کتاب

ی و دو است به عنوان ذی الاربع در موسیقتألیفی بین یک  واسطهنسبت چهار سوم هم که 
 شود )صفیای نمیتألیفی بودن آن اشاره واسطهدورۀ اسلامی نقش محوری دارد اما به 

 (.25-21الدین ارموی، ص
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 تاریخچه
ها کشف گفته است که نظریۀ تناسب 1پروکلس در بخشی از خلاصۀ ائودوموسی

ا ی و در اثر ارتباط آن بفیثاغورسها اما در همان مکتب است. نظریۀ واسطه فیثاغورس
سه واسطۀ حسابی و  فیثاغورسدر زمان به گفتۀ او حساب و موسیقی به وجود آمد. 

و ( ق م375حدود ) 2هندسی و جزء تضادی وجود داشتند که نام سومی را آرخوتاس
 بارۀ موسیقی درکتاب  تبدیل کردند. در 4به همساز (ق م5مشهور در سدۀ ) 3هیپاسوس

اند و تعریف سومی به این صورت است که آرخوتاس سه واسطۀ هندسی تعریف شده
نسبت تفاضل دومی از اولی بر اولی مساوی باشد با نسبت تفاضل سومی از دومی بر 

 ( است: 1سومی. یعنی رابطه زیر که معادل رابطۀ )
𝑏 − 𝑎

𝑎
=
𝑐 − 𝑏

𝑐
    )5( 

 ؤوسرکه فیلولائوس مکعب را یک همساز هندسی خوانده است زیرا تعداد  اندگفته
های آن یعنی آن یعنی هشت واسطۀ همساز میان تعداد وجوه آن یعنی شش و تعداد یال

ی گسترش پیدا کرد و هفت واسطۀ فیثاغورسها در مکتب دوازده است. نظریۀ واسطه
تاریخ هیث، ه ده واسطه رسید )ها بطه افزوده شد و تعداد آندیگر بر این سه واس

ای کند و مسألهیکی از مسائلی که پاپوس به آن اشاره می (.53-51ص، ریاضیات...
دسی حسابی، هن ۀواسطنانی است ، مسألۀ نشان دادن سه بحث برانگیز در ریاضیات یو
-173ص 6؛ تامس،571-568ص 5)براون، دایره استو هارمونیک در یک نیم

184.)  

هارمونیک  ۀواسط ازبرای استخراج ریشۀ دوم ( مشهور در سدۀ اول میلادی) 7هرون
حسابی  هایواسطهاز  𝑏و  𝑎 برای محاسبۀ ریشۀ دوم دو عدداو برای . استفاده کرده است

                                              
اقلیدس در بر دارندۀ مطالبی بسیار گزیده در بارۀ تاریخ ابتدایی هندسه  اصولبخشی از شرح پروکلس بر مقالۀ اول  .1

ائودوموس رودسی )قرن چهارم قبل از  تاریخ هندسۀرسد این مطالب برگرفته از کتاب یونان است. به نظر میدر 
 میلاد( باشد.

2. Archytas 

3. Hippasus 

4. Harmonic 

5. Brown 

6. Thomas 

7. Heron of Alexandria 
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𝑎0 کند. اگرو هارمونیک استفاده می = 𝑎  و𝑏0 = 𝑏 آنگاه دو رابطۀ 𝑎
𝑘+1 =

H(𝑎𝑛, 𝑏𝑛)  و𝑏
𝑘+1 = A(𝑎𝑛, 𝑏𝑛) (𝑘 ≥  ۀواسط Aهارمونیک و  ۀواسط Hکه  (0

به  𝑘≥0(𝑏𝑘)و  𝑘≥0(𝑎𝑘) هایبرقرار هستند. ثابت شده است که دنباله ،حسابی است
البته در زمان هرون این اثبات  کنند،میل می 𝑎𝑏√ صورت یکنواخت به ریشۀ مشترک

 .(8-7ص 1تادر،بود و تنها روش محاسبه شناخته شده بود )ن شناخته شده

ا شد که اولی به تمایز آن ب نقلجز مواردی که از خیام و ابن سینا ه اسلامی بدر دورۀ 
تألیف نسبت اشاره داشت و دومی به کارکرد آن در موسیقی، تا قرن نهم اشارۀ دیگری 

اما در ابتدای این قرن یک معما که به شکل دوبیتی در کتاب  ،به این نسبت نشده است
این  که باعث شداست ( آمده : دنبالۀ مقاله )نک الدین علی یزدیشرفحلل مطرز 

ه این ب حلل مطرزتناسب دوباره مورد توجه قرار بگیرد. این دو بیتی در برخی نسخ 
 صورت است: 

 ف اوفتد نه و پنجیـب تألـاسـنـچه در ت
 حیر صحکر ثالث آن را شرف به فیبگ
 ل اصغر سازیدـط بـاوس یال دورـمـک
 حیام مسه یرۀ زهرا شبـت زهـسـه هـک

که عدد اصغر  یفیافتن جزء ثالث از تناسب تألیدر توضیح باید گفت که این معما به 
باشد اختصاص دارد. در این تناسب تألیفی جزء ثالث یا همان  9و عدد اوسط  5آن 

ن یا ینیگزیاست. با جا 81یعنی مربع اوسط برابر « یمال دورک»است و  45عدد اعظم 
ه به کرا خواهیم داشت  45و  9، 81شعر گفته شده سه عدد ه در ک یبیاعداد به ترت
. در واقع این معما بدون نیاز به شود یم« مه»و « ط»، «فا»به ترتیب معادل حساب ابجد 

یا همان مجموع اعداد قبل « کمال ظهوری» 45تناسب تألیفی هم قابل حل است زیرا 
 الۀ مقاله(.: دنب )برای آشنایی با این اصطلاحات نک است 9از عدد 

ه توان گفت این است کدورۀ اسلامی می متون متأخرآنچه در مورد نسبت تألیفی در 
دیگر به عنوان نسبتی موسیقیایی مورد توجه نبوده است، بلکه پس از بیان معمای آن 

ه ای به آن توسط کوبنانی، تبدیل برغم اختصاص رسالهیزدی و علی الدینتوسط شرف

                                              
1. Toader 
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ای کوچک در علمی خاص است که نکته «فائده»شده بوده است. « فائدۀ حسابی»یک 
شده است. آوردند بیان میدر ضمن آثار عمومی که نکاتی از علوم مختلف را جمع می

از همین روست که این شکل از نکات حسابی دارای واژگانی است که با واژگان شناخته 
ور خاص در مورد این رساله چه اما به طآنشدۀ ریاضی در دورۀ اسلامی متفاوت است. 

زدی به الدین علی یاست که کوبنانی به تبعیت از شرف کند، اصطلاحاتیجلب نظر می
مجموع اعداد از یک تا آن  که برابر است با« کمال ظهوری» گیرد، برای مثالکار می

ع مجموبرابر است با که « کمال شعوری»یا « کمال دوری»عدد با احتساب خود عدد و 
از واحد تا آن عدد با احتساب خود عدد و از آن عدد تا واحد بدون احتساب اعداد 
ر دالدین علی یزدی خودتوان دوم یک عدد است. شرف حاصل آن برابر باکه ،عدد خود

دهد که در این باره توضیح میپیرایۀ چهارم از طراز دوم از حله پنجم در  حلل مطرز
از علم حساب مجذور و آن عدد را جذر  1در قسم مفتوحات کمال دوری یا شعاعی را

ر و از جذر آن به ضلع و دکنند از مجذور به مربع تعبیر میگویند و در قسم مساحت می
 . (234)برگ ند نهآن را مال و عدد را شی نام میجبر و مقابله 

-1128)اثر ملا محمد مهدی نراقی  مشکلات العلومبهترین شاهد این مدعا کتاب 
هم نسبت تألیفی و هم این اصطلاحات در آن آمده است. در این  است که (ق1209

 ، معمای)س(بارۀ نام حضرت فاطمه یزدی در الدینکتاب علاوه بر معمای معروف شرف
 قرار این از بیتی دو 2.شودکه با نسبت مؤلفه حل میآمده است دیگری از نصیر همدانی 

 : است

 فتاد ده و سی چون ؤلفهـم بتـسـن در
 اعظمش بر مقدم ساز و بجوی اصغر

 الـخی انۀـخـهانـن ز شود گروهـلـج اـت

                                              
استخراج مجهولات عددی از معلومات دو حالت دارد، حالت اول این است  نویسد کهمی تهانوی ذیل علم العدد .1

جهول گویند و حالت دوم به این که از ابتدا مکه احتیاج است تا مجهول را چیزی فرض کنیم که به آن جبر و مقابله می
ا استفاده چه بنآ یا جز مساحت،ه شود مثل مقدماتی از حساب بکنیم که به آن مفتوحات گفته مینمیرا چیزی فرض 
( در ذیل حساب 58شود )صید و شامل حساب خطأین نیز میآو برخی قوانین نسبت به دست میاز این مقدمات 

ی بخش سوا حسابهای شود آن بخش از کتابگفته است که محاسبات بفتح سین که مفتوحات هم گفته می
 (. 664مساحت و جبرو مقابله است )ص

 رمغاناته است و در حل این معما مطلبی در مجلۀ تی را از میرزا نصیر اصفهانی دانسدو بی الدین همایی این. جلال2
 .(165-164، صنامهخیامی)همایی،  شمسی نوشته است 1308سال 
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 غمش بود هادل ادیـش که یـتـب امـن

آید که با تعویض جای عدد به دست می 30، 10، 6بر اساس نسبت تألیفی سه عدد 
معمای کوتاه دیگری  همچنینجواب معما خواهد بود. « ولی»کلمۀ  واسطهتر و گربز

-38شود )صظهوری و کمال شعوری حل میهم آورده شده که با استفاده از کمال 
، پسر ملا محمد (ق1208-1150)احمد بن مهدی نراقی  ۀنوشت خزائن(. در کتاب 41

ای برای استخراج کمال ظهوری و شعوری عدد ذکر شده است که برای نراقی نیز قاعده

کمال ظهوری رابطۀ 
𝑛(𝑛+1)

2
کند ( و معماهایی هم برای آن ذکر می2کند )ص را بیان می 

 (.178)ص

به نوعی با عقاید  چه باید در نظر داشت این است که چنین معماهایی عموماًآن
مذهبی و در این مورد خاص با عقاید شیعی در ارتباط بودند و ارتباط سری علم اعداد 

بارۀ اسم حضرت  رابطه با معمای در که در دادند. چنانرا با این عقاید نشان می
ری و شعوری در ابجد اسم ایشان داشت، وهدیدیم و حکایت از وجود کمال ظ )س(مهفاط

در را این چنین گرایشی داد. و از دلالت اسرار اعداد بر حقانیت ایشان خبر می
ذ فونتوان نشانۀ می زیست،می انآل مظفر و تیموری دورۀالدین علی یزدی، که در شرف

 یارآثنوشتن در این دوره  های شیعی در این دوران در نواحی مرکزی ایران است.گرایش
 حللاز کتاب جا مانده های بهتوان از نسخهاین را می، داشتنددربارۀ معما و لغز رواج 

(. 763-762، ص4)درایتی، ج رسدمیپنجاه نیز دریافت که تعداد آنها به حدود  مطرز
که  چنان خوردنویسندگان شیعی تا قرن چهاردهم به چشم میدیگر البته این معما در آثار 

زین بن عبدالجبّار توسط مولی 1321که در سال توان دید می الحرمین مصباح در کتاب
توان به سیر تحول تناسب در واقع می 1.(342شکویی نوشته شده است )ص العابدین

تألیفی به عنوان شاخص خوبی برای تغییر نگاه به حساب و علم الاعداد از قرن نهم 
هجری نگاه کرد که این علم نیز مانند برخی علوم دقیقۀ دیگر اعتبارش را از ارتباط با 

 توانست اتخاذ کند.علوم مذهبی می
  

                                              
 تحضر اسم از دوری کمال و شعوری کمال و ظهوری کمال رمزگشایی» نسخۀ خطی فارسی با عنوان در همچنین . 1

 شود.( نگهداری می.پ85-ر85) 83317از قرن سیزدهم که در کتابخانه دانشگاه امام صادق به شمارۀ « (س)فاطمه
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 تألیفیه ۀبارۀ رسال در

 احوال و آثار کوبنانی
در  (، در قرن نهم ویوهبنانک) یوبنانک یه خادم برهانعبداللّخ زاده ابن یابواسحاق ش

ه است. زیستمی ،رمانکشهر  یغرب شمال یلومترکیای در صد و پنجاه منطقه ،وهبنانک
ز هرم ۀریزد، بندرعباس و جزیرمان، ک، یگر از جمله سارید یاو مدتی را نیز در شهرها

 مدانیآنچه در بارۀ او مینیست و وی در دست  یگذرانده است. اطلاع چندانی از زندگ
دانیم نیز عمدتاً مبتنی بر منشآت او است که به دست ما رسیده است. از همین طریق می

در  یبوده اما مدت« احوالمهیبال و سراسستهکال و اطفال شیع یبند جمعیپا»ه گرچه ک
رده، به کل یه خودش نیز در آن تحصکای احتمالاً در کرمان ه، مدرسهیسعد ۀمدرس
ات، نجوم، فلسفه، یاضیاشتغال ورزیده است. او در ر یو نقل یس علوم عقلیتدر
 ، شعر و ادب دست داشته است.یقیموس

کار علمی  الدین نیز بهن محمود داشته که نجمیالدبرهان و نجم یهااو دو برادر به نام
چۀ آن بایه دکوس نوشته یبطلم یمجسطبر  ین محمود شرحیالداشتغال داشته است. نجم

از  یاعمال هندستاب ک یفارس ۀن ترجمیرا ابواسحاق در منشآت آورده است. همچن
 1الدین است.از ابواسحاق نیز تکمیل کار نجم یبوزجان یابوالوفا

ها حریر در آورده است که در میان آندر زمینۀ نجوم و ریاضی به رشتۀ ت کوبنانی آثاری
های منفرد، ترجمه و حاشیه و شرح دیگر آثار نیز وجود دارد. آثار نجومی او رساله

 وسیسی فصل ط ، شرحزیج ایلخانی، شرح دبارقبال و الإحل مسألة الإعبارتند از رسالۀ 
زادۀ رومی بر ای است بر شرح قاضیکه حاشیه شرح الملخص . حاشیۀرسالۀ هیأتو 

که در  استرسالۀ تألیفیه است. از آثار ریاضی او یکی چغمینی نیز از آثار او  ملخص
وع اثر دیگری از او است که موض رسالۀ تضعیفیهشود. ادامۀ این مقاله به آن پرداخته می

 به توضیح بخشی از کتاب رسالۀ تألیفیههای شطرنج است و مانند آن حل مسألۀ خانه
آید شرح ز عنوانش برمیکه ا، چنانشمسیة الحساب شود. شرحمربوط می حلل مطرز

                                              
الدین محمود در گفته است که نجم ةمال الهندسیعما یحتاج الیه الصانع من الأصالح احمد العلی در مقدمه رسالۀ  .1

الدین خود کوبنانی در مورد نسبت برادری وی و نجم ۀزیسته است که با توجه به گفتهفتم هجری قمری می ۀسد
نماید، افزون بر این صالح احمد العلی گفته است که کوبنانی این ترجمه را با کمک محمود، این نظر درست نمی

(. 174ه این مطلب نکرده است )کرامتی، صای بشاگردان خود انجام داده است ولی کوبنانی هیچ اشارهچهار تن از 
که چهار تن از شاگردان نسخۀ خطی رساله در کتابخانۀ پاریس به این 179اش با ارجاع به صفحۀ وپکه اما در مقاله

 (.359-358صکند )اند اشاره میوی در ترجمۀ نقش داشته
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 ؛49-42الامینی، ص؛ روح61-60ص کتابی از نظام اعرج نیشابوری است )قربانی،
 صنعةای به نام کوبنانی رساله (.34-31صی، ذیل ابواسحاق کوبنانی؛ باقری، کرامت

ای متعلق به در یک مقدمه و چهارده فصل کوتاه نیز دارد که از آن نسخه الاسطرلاب
شناخته  (.288تابخانۀ مرعشی در قم باقی مانده است )حسینی، صدر ک 1039سال 
عنوان  است. یترجمۀ فارسی کتاب ابوالوفای بوزجانی در اعمال هندس ترین اثر اوشده

 است. او در انتهای الیه الصانع من الاعمال الهندسیة ما یحتاج ةرسالکتاب بوزجانی 
الدین محمود است که در ایام برادرش نجمکند که این ترجمه تکمیل کار رساله اشاره می

 (.359-358ص 1: وپکه، نکجوانی درگذشته است )

 حلل مطرز
دانشمند قرن نهم  2یزدی ین علیالدشرف حلل مطرزتاب کاز  ی، شرح فصلهیفیتأل رسالۀ
اد از او با عنوان حضرت یه کوبنانی با احترام زکهجری( است  858 ی)متوف یهجر

ود به های خکوبنانی در نوشته . این رساله بر خلاف آثار دیگری کهندکیاد می یمخدوم
رسد که این کار او را ، دارای ارزش علمی چندانی نیست. به نظر میاست ها پرداختهآن
الدین علی یزدی دانست، و از طرف دیگر این اش با شرفتوان بیشتر به سبب رابطهمی

در نظر توان میاند هم علمی مشغول بوده احتمال را که شاید هر دو در یک جا به کار
 داشت. 

الدین علی یزدی در فن معما و لغز دستی داشته است و اگرچه متخلص به شرف
حلل المطرز فی فن الشرف بوده است اما با لقب معمایی نیز از او یاد شده است. او 

شاهرخ  ان پسرو منتخب یا مختصر آن را به امر ابوالفتح ابراهیم سلط و اللغز ةالتعمی
های گوناگونی است که عموماً به نظم حاکم فارس نوشته است که موضوع آن چیستان

هستند. در حدود پانصد بیت از چنین معماهایی در این کتاب آمده است. سال تألیف 
ای قدیمی از آن به تاریخ هجری قمری است و نسخه 832یا  828 این رساله احتمالاً

                                              
1. Woepcke 

هجری  نهم قرن اول ۀنیم و هشتم قرن دوم ۀادیب و مورخ و شاعر نیم .الدینملقب به شرف ،ابن شیخ حاجی یزدی. 2
 سال.  است بوده حروف خواص به راسخ اعتقادی را او لذا بود حروفی اخلاطی حسین ملا مرید وی. یزد در قمری

توان به این از آثار او میذکر کرده اند. هجری قمری  858و  853، 850، 834، 830اختلاف  به را او درگذشت
 ؛نبی مدح بردة در هشرح قصید ؛دیوان شعر؛ حلل مطرز در معما و لغز؛ حقائق التهلیل ؛تمرنامه موارد اشاره کرد:

آقا ) استکه غالب آنها در معما  نمواط؛ منتخب حلل ؛اد در علم وفق اعدادمرکنه ال؛ کتابی در اسطرلاب ؛ظفرنامه
 ، ذیل علی یزدی(.لغت نامۀ دهخدا؛ 517ص ،9ج بزرگ تهرانی،
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ه مرعشی موجود است )حسینی، در کتابخانۀ آیت اللّ 853 ربیع الاخر پنجمکتابت 
علاوه بر دیباچه مشتمل بر دو بخش است که هر بخش  (. این رساله30-28ص، 24ج

نام دارد. اصل اول در بیان صور حروف و مجال بروز و ظهور آن و اصل « اصل»یک 
دوم در تبیین معنی دلالت و اشارت به بعضی از وجوه و طرق آن. این اصل دوم است 

پنج حله  ( و غالب فهارس بر ذکر این7و5شود )برگ که خود بر پنج حله تقسیم می
 دامکو هر  تاس حلهچند م مؤلف مشتمل بر یحسب تقسه باند که اند و گفتهبسنده کرده

لل ح اسامی است. نهایمانند ا وح یتوش، هیتنب ،ن جلوهیچند مطرز با عناو یدارا از حلل
متعلق  یش وجوهیش و آرایدر نما -2 ت معما و لغزیدر شرح ماه -1: است از این قرار

در همان  -4 یلامکبحسب صورت  یل ماده حرفیدر تحص -3 اسم ل صورتیمکبه ت
 حروف یعدد یبر صورت معنو یمبتن یدر قواعد -5 یتابکمقصد بحسب صورت 

 (.«مطرز حلل» ذیل ،452ص ،1ج )حاجی خلیفه،

یزدی در پیرایۀ چهارم از طراز دوم از حله پنجم به مسألۀ نسبت پرداخته  الدینشرف
 است و سه نوع تناسب عددی، تناسب هندسی و تناسب تألیفی را بیان کرده است:

معتبر در مناسبت تألیفی حال فضل حدود است و حال طرفین، و اما واسطه که 
ر آن دیگر اینجا د باشد و مقدمدر مناسبت عددی و هندسی تالی یک نسبت می

هیچ یک از نسبتین نه مقدم است و نه تالی. و فایدۀ او تحصیل و تعیین دو 
آن  شوند، چه تناسب تألیفی عبارت ازفضل است که طرفین یک نسبت واقع می

ت طرف غرین مساوی نسبصاست که نسبت فضل بین الاعظمین به فضل بین الا
 نسبتین متمایز باشند بالذات و پس حدود چهارگانۀ اعظم باشد به طرف اصغر.

اگر چه سه حدش مذکور نگردد، مانند دو و سه و شش، وشش و هشت و دوازده. 
او و مضروب  1و هر عدد فرد که فرض کنند واسطۀ تألیفی باشد میان شطر اعظم

 هشطر اعظم در او که کمال ظهوری او بود، مانند سه و پنج و پانزده، و پنج و نُ
خراج واسطه از طرفین در این مناسبت آن است که مضروب است و چهل و پنج.

تفاضل طرفین در اصغر را قسمت کنند به مجموع طرفین و خارج قسمت را بر 
اگر طرفین شش و هژده باشد به فرض، مضروب دوازده در  اصغر افزایند، مثلاً

شش را قسمت باید کرد بر بیست و چهار، و خارج قسمت را که سه بود بر شش 
 هد که حاصل واسطۀ تألیفی بود میان شش و هژده، به این صورت شش و نُافزو

و در استخراج طرف اصغر از اوسط و اعظم فضل اعظم بر اوسط را  و هژده.
                                              

 .برای اعداد فرد برابر است با عدد فرد بعلاوۀ یک تقسیم بر دو .1
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در اوسط باید زد، و مقسوم حاصل ضرب بر مجموع آن فضل با اعظم را از 
ه است در نُه که هم اگر فضل هژده بر نُ اوسط کاستن، که باقی اصغر باشد. مثلاً

ه زنند و حاصل را بر بیست و هفت که مجموع فضل است با هژده قسمت کنند نُ
ه بیندازند شش باقی ماند، که طرف اصغر و خارج قسمت که سه خواهد بود از نُ

و در استخراج طرف اعظم از اوسط و اصغر مضروب فضل اولی بر اصغر  است.
و خارج قسمت را بر اوسط  ا فضل،در اوسط را قسمت باید کرد بر اصغر الّ
 ه زنند وه بر شش را در نُاگر فضل نُ افزود که حاصل طرف اعظم باشد. مثلاً

 ها فضل، که سه باشد، قسمت کنند خارج قسمت نُ بیست و هفت را به شش الّ
و در این نمط  ه افزایند هژده حاصل شود، که طرف اعظم است.بود، و چون بر نُ

 طرفین در اوسط مساوی ضعف مسطح باشد، مثلاًاز تناسب مضروب مجموع 
در این صورت چهار و هفت و بیست و هشت، مضروب سی و دو در هفت، 

ست و هشت یعنی دویست و بیست و چهار، مساوی ضعف مسطح چهار در بی
 (231-230است، یعنی صد و دوازده. )برگ

 اسب تألیفی استفاده شدهاز تنها آورد که در آنیه معماهایی را میاو در انتهای این پیرا
 «:فاطمه»و چهار معما به نام « قطب»است که از آن جمله یک معماست به نام 

و در اسم قطب:گوید شرف از بهر تبرک همه دم بسم/ ور زانک دهد حاصل آن 
اش گفته مرا دست/ در نسبت تألیفی اگر پنج و چل و پنج/ باشد دو طرف واسطه

 عین مرادست.

صدی واحد بعبارات متنوع: جیشی آراستم از نام مهی/ مهر او و در اسم فاطمه ق
ه میسره را دیدم عرض. ه قلب/ پنج نُه نهش میمنه و یک نُزهرا را فرض/ نُۀ زهر

 ه.ه/ صد گونه سرور آرد و از دل ببرد اندُه و جذرش و مجموع یکی تا نُمجذور نُ
گهی ز عدد ای ستوده کیش/ نُ  وع کمال خویش.گر میان دو نه جلوهبنگر گر آ

ه و پنج/ بجوی ثالث آن را شرف بفکر صحیح/ چو در تناسب تألیفیت بود نُ
)برگ  ست زهره زهرا عدیل ام مسیحکمال دوری اوسط بدیل اصغر ساز/ که ه

238.) 

 تألیفیهساختار رسالۀ 

واصی شامل تعریف تناسب تألیفی و خحلل مطرز در این رساله، کوبنانی ابتدا قسمتی از 
گوید که برای توضیح این قسمت، شرحی نوع تناسب را می آورد و سپس می از این

 شامل مقدمه، سه مطلب و خاتمه را به رشتۀ تحریر در آورده است.
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او در ابتدای رساله این خاصیت را که در نسبت تألیفی هر عدد فرد واسطۀ تألیفی 
 ورد. سپس روشآتر است میضربش در این نیمۀ بزرگترش و حاصلبین نیمه بزرگ

دهد و در ادامه نشان یافتن هرکدام از این سه عدد را با داشتن دو عدد دیگر شرح می
 تر در عددتر و کوچکدهد که در نسبت تألیفی حاصل ضرب مجموع عدد بزرگمی

 تر است.تر در عدد کوچکوسطی مساوی دوبرابر حاصل ضرب عدد بزرگ

 مات، ابتدا تعریف نسبت تألیفی و سپسکوبنانی برای فهم رساله، به عنوان مقد
کند. او سپس تناسب چهار عدد و روابط و را بیان می« اعداد متناسبه اربعۀ»ف تعری

آورد و هر یکی از موضوعات تساوی حاصل اقلیدس می اصولخواص آن را مطابق 
های طرفین و وسطین، خلاف نسبت، ابدال نسبت، ترکیب نسبت، تفضیل نسبت ضرب

. در آخر «(بیان ریاضی مسأله: » )برای توضیح بیشتر نک دهدبت را شرح میو قلب نس
هم روش پیدا کردن مجهول را در اربعه اعداد متناسبه در حالتی که مجهول یکی از 

 کند.طرفین یا وسطین باشد بیان می

اما هر یک از سه مطلب رساله نیز به پیدا کردن یک عددمجهول از دو عدد معلوم 
ر و تصاص دارد. مطلب اول در بارۀ شرح نحوۀ یافتن عدد متوسط از بزرگدیگر اخت
 الدین یزدیتر است. او در این مطلب و با توجه به مقدمه، روشی را که شرفکوچک

برای به دست آوردن عدد متوسط ارائه کرده بود، توضیح و شرح می دهد. مطلب دوم 
وۀ سط است. مطلب سوم در باره نحتر و متوتر از بزرگتوضیح روش یافتن عدد کوچک

تر است. در خاتمه، خواصی که برای این تر از عدد متوسط و کوچکیافتن عدد بزرگ
 آمده بود شرح داده می شود. حلل مطرزتناسب در 

اشته توان دریافت که او بیشتر به حل مسائلی نظر دبا توجه به آثار دیگر کوبنانی می
ها، توان گفت که احتمالاً هدف نگارش این رسالهمیاست که چندان پیچیده نیستند و 

های تعلیمی و آموزشی بوده است. اشتغال او به کار آموزش و نیز نگارش شروح بر کتاب
ه نیز چنان که گفتیم، علی رغم اینک تألیفیهمهم نیز شاهدی بر همین مدعا است. رسالۀ 

ا از ت ریاضی بیشتری ربهانۀ نگارش او چیستانی ریاضی است، با این حال توضیحا
ب رسد بیشتر مناسشود که به نظر میچه برای حل چنین معمایی لازم است شامل میآن

 ود.ها آشنا شحال محصلان ریاضی باشد تا از طریق چنین تمرینی با کار با نسبت
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 تألیفیههای رسالۀ نسخه
کتابخانۀ مرکزی  2417( از مجموعۀ شمارۀ 435-425)صرسالۀ پنجم   .1

( 474ص) عنوان ۀصفح ق است. در868هران است که تاریخ کتابت آن دانشگاه ت
ه ب یزدی یعل نیالدشرف از زهرا فاطمه بنام ییمعما یکی: استآمده  شعر بند دو

 را نآ ثالث یپنج/ بجو و هنُ فتد تیفیلأت تناسب در چو: یامام عیرف محمد خط
 نیرق زهرا ۀزهر هست هکساز/  اصغر لیبد اوسط یدور مالکح/ یر صحکف به شرف

 یادگاریه ب 1286 شوال ، چهارمدوشنبه شب در گرید یسک هم را یح. دومیمس ام
 در چو: است نوشته ،یرباع نیا دنید از پس ،یزنجان محمد یعل رزایم آقا یبرا

 زا ر/ پسیبگ صدق راه ز را او ثالث داد وهشت/ چو شش اوفتد یفیلأت تناسب
، پژوهر )دانشیام لک ریام فیشر اسم هست هکعشر/  در نک ضرب تو ثالث گرفتن

(. محل 594، ص9ج ؛ حائری،1055-1053، ص9جخطی...، فهرست نسخ 
 است.  هرمز( ۀ)جزیر کتابت رساله جرون

، 19، جکتابخانۀ مجلس متعلق به قرن نهم و دهم )حائری 6321مجموعۀ در  .2
است « نقل از حلل مطرز»آمده  74-71( عنوان رسالۀ دوم که در صفحات 317ص

وبنانی است. اثر ک تألیفیههمید که همین رسالۀ توان فولی با مقایسۀ محتوای رساله می
ه دانشگاه تهران در این است ک یزکتابخانۀ مرکتفاوت عمدۀ نسخۀ مجلس با نسخۀ 

نۀ اتابخکدر نسخۀ  یاند ولدر نسخۀ دانشگاه مطالب با ذکر عنوان از هم جدا شده
 هم آمده است. تفاوتو مطالب در پی  هانمجلس، متن رساله بدون ذکر عنوا

ه ن نسخه دارد این است که اولین دوبیتی کیتابخانۀ مجلس با اکه نسخۀ کدیگری 
 رساله به یمجلس در ابتدا ه در صفحۀ عنوان آمده است در نسخۀدر نسخۀ دانشگا

 جایه و ب« بود»در مصرع اول « فتد»نوشته شده است و به جای  حلل مطرزنقل از 
 آمده است.« عدیل»در مصرع آخر  «قرین»

 هایی در مورد نسبت تألیفیرساله

 اثر ابواسحاق کوبنانی « رسالۀ تألیفیه» .1

 3/10126که به شمارۀ « فائدۀ حسابیه من کفایة المنصوریه»ای به نام رساله .2
شود موضوعش نسبت تألیفی است در کتابخانۀ مجلس شورای اسلامی نگهداری می

ذکر حالات مختلف نسبت تألیفی بعد از ذکر کلمۀ  (. پس از160)نظری، ص

http://www.aghabozorg.ir/BookLIstDetail.aspx?BookListId=20&VolumeNumber=22
http://www.aghabozorg.ir/BookLIstDetail.aspx?BookListId=20&VolumeNumber=22
http://www.aghabozorg.ir/BookLIstDetail.aspx?BookListId=20&VolumeNumber=22
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ورده آو نظر ابن سینا در مورد آن مطلبی  ۀ نسبت تألیفیبارۀ وجه تسمی در« روایة»
 حلل مطرزتر به آن اشاره شد. در متن توضیحات از اصطلاحات است که پیش

 ۀاستفاده نکرده است اما در انتهای رساله، که دو صفحه است، بعد از ذکر کلم
، دو بیتی شرف را آورده است و معنی کمال دوری را هم ذیل آن توضیح داده «شعر»

 است.

کتابخانۀ مجلس شورای اسلامی که بیشتر  5446در مجموعۀ شمارۀ   .3
فایده در نسبت »شوند، رسالۀ نهم این مجموعه های آن به جفر مربوط میرساله
و دوازدهم است )حائری، است. تاریخ نگارش این مجموعه قرن یازدهم « تألیفی

ب ناستفائده »(. آغاز رساله که یک صفحه به فارسی است 294-290، ص21ج
 الدین نکرده است با این حال ازای به دو بیتی شرفاست و اگر چه اشاره« تألیفی

الت ممکن برای استخراج هر اعظم و کمال ظهوری در توضیح سه ح اصطلاح شطر
 ست.یک از مجهولات استفاده کرده ا

 3743 ۀآجرلو که فیلم شمار یایوزباشیایکب مورخانایدر مجموعه و جنگ ت .4
شرح دوبیتی فارسی در نسبت »شود اولین رساله دانشگاه تهران به آن مربوط می

های این مجموعه به قرن یازدهم، دوازدهم یا سیزدهم تعلق نام دارد. رساله« مؤلفه
(. این رساله که یک صفحه 237ص...، هافهرست میکروفیلمپژوه، دارند )دانش

بیشتر نیست، برای توضیح معمای دوبیتی نصیر همدانی نوشته شده است و پس از 
این معمایی است از فقیر نصیر به اسم ولی و حل آن »ذکر دوبیتی نوشته است که 

مبنی بر تمهید مقدمه است بباید دانست که در فن ارثماطیقی از فنون حکمت مبین 
در ادامه فقط روش حل حالتی که معما به آن اختصاص دارد توضیح داده و « شده

د توان احتمال دارا آورده، می« فقیر»صفت « نصیر»چون نویسنده برای  شده است.
 که این رساله از خود نصیرهمدانی است.

 نسبت انیب و یزدی یعل نیالدشرف یمعما شرح و راتیتقر»خطی به نام  ۀنسخ .5
که در کتابخانۀ مرکزی  1مکیح یعبدالغن رزایم نیفخرالمحقق از« اعداد یفیلأت

نوشته شده است  ق1317در  شود ونگهداری می 7556به شماره  دانشگاه تهران

                                              
کرده و علاوه بر اجتهاد ق( است که در ابرکوه زندگی می1322-1269یرزا عبدالغنی مجتهد )منظور آقا م احتمالاً. 1
 تبحر در ریاضی نیز اشتهار داشته است. به
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فارسی که پنج  ۀ(. این رسال627، ص16ج ...،فهرست نسخ خطیپژوه، )دانش
شود، در صفحۀ اول توضیحاتی دارد که صفحه است، با ذکر دو بیتی شرف آغاز می

تر بارۀ کاربرد نسبت تألیفی در موسیقی و علت حرمت نسبت ملتذه است که پیش در
را  واسطهتر را پنج و قواعد نسبت عدد کوچک مؤلف در ادامه مطابقذکر کردیم. 

گوید اگر کند و میتر حساب میج را به عنوان عدد بزرگگیرد و عدد چهل و پنه مینُ
ه است. سپس سه و چهار و شش را هم به عنوان ذتلنسب م این سه با هم زده شود از

نمونۀ دیگری از نسبت ملتذه گفته و امتحان کردن برقرار بودن این نسبت را هم بیان 
ۀ نماید. در صفحر میکند و در ادامه هر سه حالت محاسبۀ تناسب تألیفی را ذکمی

چهارم حل معمای شرف را ضمن توضیح معنای کمال دوری بیان کرده است و در 
نوشته  1317دهد که از تقریرات آقا میرزا عبدالغنی است و در سال آخر توضیح می

، معمای دیگر شرف یعنی نامولاشده است. در صفحۀ پنجم پس از ذکر شعری از 
گهی ز عدد ای ستود»  «گر میان دو نوع از کمال خویشه جلوهه کیش/ نُبنگر گر آ

را ذکر کرده و حل آن را با توضیح اصطلاحات کمال شعوری و ظهوری توضیح 
داده است و در آخر ذکر کرده که این مطلب از روی خط مرحوم دایی آقا محمد 

 به عربی بوده که به فارسی نقل شده است. 1بحر الغرایبصادق در حاشیۀ 

است  1088مجموعۀ  13که رسالۀ شمارۀ « نسبت مؤلفه»نام  ای بهرساله .6
(. این رساله که در سه صفحه و 957، ص4ج ...،فهرست نسخ خطیپژوه، )دانش

ی شرف دهد و در ادامه دو بیتبه عربی است، ابتدا قواعد نسبت تألیفی را توضیح می
دو بیتی  دهد وکند و برای حل آن اصطلاح کمال دوری را توضیح میرا ذکر می

 نماید.دیگر شرف را که پاسخ آن قطب است هم ذکر کرده و حل می

  

                                              
 بن حمدم شیخ از الطالب( لحصول الغرائب )بحر الحسنی الاسماء خواص فی الغرایب بحرمنظور کتاب  احتمالاً .1

 نیاسفرای محمد الدینشمس مولانا استادش درخواست به را کتاب این فارسی است. او هروی سعید ابی بن محمد
 به ایران در بار چند و هند بمبئی ق در1326 سال به کتاب این .کرده است اهدا نوایی علیشیر امیر به را آن و نوشته
 .(43-42، ص3است )آقابزرگ، ج رسیده چاپ
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 *رسالۀ تألیفیه

 متن رساله
 روح مولفه  حروّو لغز  ی[ نقل از حلل مطرز در فن معم1]

ای که در لیفی حال فضل حدودست و حال طرفین. و اما واسطهأمعتبر در تناسب ت
 دیگر اینجا در هیچ یکباشد و مقدم آن، مناسبت عددی و هندسی تالی یک نسبت می

ن او تحصیل و تعیین دو فضل است که طرفی تین نه مقدم است نه تالی، و فایدۀاز نسب
لیفی عبارت از آن است که نسبت فضل بینشوند. و تناسب تأیک نسبت واقع می

پس  1ر.طرف اصغه الاصغرین مساوی نسبت طرف اعظم باشد بالاعظمین به فضل بین
دد مانند ش مذکور نگریر باشند بالذات و اگر چه سه حد بین متغاحدود چهارگانه نسبتی

م باشد میان شطر اعظ تألیفی. و هر عدد فرد که فرض کنند واسطه 12 ،8 ،6و  6 ،3 ،2
 ،9 ،5و  15 ،5 ،3او بود، مانند  3یکه کمال ظهور 2،او و مضروب شطر اعظم درو

ن است که مضروب فاضل طرفی. و طریق استخراج واسط از طرفین درین مناسبت آن 45
اگر  مثلاً 4،در اصغر را قسمت کنند بر مجموع طرفین و خارج قسمت را بر اصغر افزایند

و خارج  24را قسمت باید کرد بر  6در  12باشند به فرض، مضروب  18و  6طرفین 
 :به این صورت 18و  6بود میان  تألیفی افزود که حاصل واسطۀ 6بود بر  3قسمت را که 

. و در استخراج طرف اصغر از اوسط و اعظم فضل اعظم بر اوسط را در 18 ،9 ،6
اوسط باید زد و مقسوم حاصل ضرب بر مجموع آن فضل با اعظم را از اوسط کاستن 

زنند و حاصل را بر  9است در  9که هم  9بر  18اگر فضل  مثلاً 5.اصغر باشد یکه باق
ه رج قسمت که سه خواهد بود از نُقسمت کنند و خا ،18که مجموع فضل است با  ،27

باقی ماند که طرف اصغرست. و در استخراج طرف اعظم از اوسط و اصغر،  6بیندازند 
مضروب فضل اوسط بر اصغر در اوسط را قسمت باید کرد بر اصغرالافضل و خارج 

 9را در  6بر  9اگر فضل  مثلاً  6.قسمت را بر اوسط افزود که حاصل طرف اعظم باشد
 9بود و چون بر  9باشد قسمت کنند، خارج قسمت  3الافضل که  6را بر  27زنند و 
مضروب مجموع طرفین  ،و درین نمط از تناسب .شود که طرف اعظم است 18افزایند 

، مضروب 28 ،7 ،4در این صورت  مثلاً 7.در اوسط مساوی ضعف مسطح طرفین باشد
 ه اعلم.. والل112ّاست یعنی  28در  4مساوی ضعف مسطح  224یعنی  7در  32

                                              
های مارهو ش شودمربوط می« بیان ریاضی مسأله»های پانویس، در متن رساله، به توضیحات ریاضی در بخش شماره .*

 داخل قلاب افزودۀ ماست.
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 تح کلام ت[ مف2]
 هبرهان برین معانی محکمة المبانی، اقل خدام ابواسحق بن عبداللّ  جهت اقامۀه و ب

 گرداندای مرتب میالکوبنانی، مقدمه و سه مطلب و خاتمه
 [ مقدمه 3]

ا فضل اول ر نسبت تألیفیه در سه عدد باشد که نسبت فضل عدد اوسط بر اصغر، که آن
 را فضل ثانی م، با اصغر چون نسبت فضل عدد اعظم باشد بر اوسط، که آننام نهی

باشد با  36با پنج چون نسبت  4که در اینجا نسبت  45 ،9 ،5مانند  8.گوییم، با اعظم
الاصغرین. چون نسبت طرف الاعظمین با فضل بین. و به ابدال نسبت فضل بین45

الیه را تالی. و در تناسب چهار و منسوبو منسوب را مقدم گویند  9،اعظم باشد با اصغر
عدد باید که نسبت میان دو عدد از آن مثل نسبت باشد میان دو عدد دیگر، که این را 

نسبت تألیفیه اگر چه سه عدد است اما تناسب که  اعداد متناسبه گویند. پس در اربعۀ
ان که چنعبارت از مساوات دو نسبت است با یکدیگر در چهار عدد تحقق پذیرفته، 

اینجا نسبت فضل اول است با عدد اصغر و نسبت فضل ثانی با عدد اعظم، یا در سه 
. و اکثر 9است با  6چون نسبت  6با  4چنانکه نسبت  10د،عدد که وسط مکرر گرد
 یعنیمتناسبه حاصل شود،  ، از اربعۀمقداری و عددی یاعن ،مطالب هندسی و حسابی

عددی با مقداری یا عددی معلوم بر نسبتی است  چون مبین شود که مطلوب مقداری یا
سر شود یکه میان دو مقدار یا دو عدد معلوم است استخراج آن مجهول ازین سه معلوم م

 افتد.و اجارات و مثل آن اتفاق می *چنانکه در اشعار و انصبا
اقلیدس مقرر شده که هرگاه که چهار مقدار یا چهار عدد بر تناسب  اصولو چون در 

ضرب اول، افتند چنانکه نسبت اول با دوم چون نسبت سیوم باشد با چهارم، حاصل
مثل  -ند و اینها را طرفین گوی -یعنی مقدم نسبت اول، در چهارم، یعنی تالی نسبت ثانیه 

و  -سیوم، یعنی مقدم نسبت ثانیه  ضرب دوم است، یعنی تالی نسبت اولی، درحاصل
و هر آینه نسبت دوم با اول، یعنی تالی با مقدم در نسبت اولی،  11.اینها را وسطین گویند

را خلاف  و این یعنی تالی با مقدم در نسبت ثانیه؛همان بود که نسبت چهارم با سیوم، 
م بود که نسبت دوز نسبت اول با سیوم، یعنی مقدم با مقدم، همان یو ن 12.نسبت گویند

و نسبت مجموع مقدم و  13.و این را ابدال نسبت گویند با چهارم، یعنی تالی با تالی؛
ه بود با یتالی در نسبت اولی با تالی تنها چون نسبت مجموع مقدم و تالی در نسبت ثان

                                              
 انصباء: جمع نصیب .*
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و نسبت فضل مقدم بر تالی به تالی در نسبت  14.و این را ترکیب نسبت گویند ؛تالی تنها
فضیل نسبت و این را ت ؛ی چون نسبت فضل مقدم باشد بر تالی به تالی در نسبت ثانیهاول

و نسبت مقدم با فضل او بر تالی در نسبت اولی چون نسبت مقدم باشد با فضل  15.گویند
 16.و این را قلب نسبت گویند ؛او بر تالی در نسبت ثانیه

چون نسبت مجموع مقدم و  با مقدم تنها یدر نسبت اول ی]نسبت مجموع مقدم و تال
 یقدم و تالو مجموع م ،ندین را قلب نسبت گویو ا ،ه بود با مقدم تنهایدر نسبت ثان یتال
ب نسبت کیا ترن ریو ا ،تنها یه باشد با تالیثان یتنها چون نسبت مقدم و تال یبا تال یاول
اشد با چون نسبت مقدم ب یدر نسبت اول یان او و تالیو نسبت مقدم با تفاوت م ،ندیگو

 *ند.[یل نسبت گوین را تفضیو ا ،هیدر نسبت ثان یان او و تالیتفاوت م
و بنا بر اصل مقرر چون مجهول احدالطرفین باشد وسطین را در یکدیگر ضرب کنند و 
بر طرف معلوم قسمت کنند خارج قسمت طرف مطلوب باشد. و اگر مجهول 

 17.وسط معلوم قسمت کنند خارج مطلوب باشد احدالوسطین باشد مضروب طرفین را بر
 [ مطلب اول 4]

 دو عدد را یکی اصغر و یکی اعظم فرض کنند تألیفیو بعد ذلک، هرگاه که در تناسب 
ن است که نسبت اصغر با فضل اول چون یو خواهند که اوسط آنها استخراج کنند، مب

پس نسبت مجموع اصغر و اعظم با مجموع فضلین،  18.نسبت اعظمست با فضل ثانی
یعنی فضل اعظم بر اصغر، چون نسبت اصغر باشد با فضل اول؛ یا خود چون نسبت 

اول و ثانی و ثالث معلومند،  ،متناسبه و درین دو جنس اربعۀ 19.اعظم باشد با فضل ثانی
پس وسطین را، یعنی فضل اعظم بر اصغر، و اصغر را در یکدیگر ضرب کنند و بر 
مجموع اصغر و اعظم قسمت کنند، آنچه بیرون آید فضل اول باشد؛ که چون بر اصغر 

یا آنکه فضل اعظم بر اصغر و اعظم را در یکدیگر ضرب کنند و  20.افزایند اوسط گردد
مذکور قسمت کنند، آنچه بیرون آید فضل ثانی باشد؛ که چون از اعظم کم  بر مجموع

 اند.و حضرت مخدوم قدس سره بر طریق اول اختصار فرموده 21.کنند اوسط گردد
  

                                              
 بخش داخل قلاب از نسخۀ مجلس است. .*
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 [ مطلب ثانی5]
و اگر دو عدد را یکی اعظم و دیگری اوسط فرض کنند و خواهند که طرف اصغر از 

بت مجموع فضل ثانی و اعظم با اعظم چون نسبت آنها استخراج نمایند معلومست که نس
متناسبه، رابع مجهول  و ازین اربعۀ 22.مجموع فضل اولست و اصغر، یعنی اوسط با اصغر

اعظم و اوسط، در یکدیگر ضرب باید کرد و حاصل بر  یاست، پس وسطین را، اعن
و  23.طرف معلوم، یعنی بر مجموع فضل ثانی و اعظم، قسمت کرد تا خارج آید اصغر

 بر.که اعلم و االلّ
سره نسبت فضل ثانی با مجموع فضل ثانی و اعظم، چون  اما حضرت مخدوم قدس

پس بعد از  24.اندنسبت فضل اول با مجموع فضل اول و اصغر، یعنی اوسط، گرفته
ا ر ، ثالث که فضل اولست خارج آید، لاجرم آنیضرب طرفین و قسمت حاصل بر ثان

 25.تا مطلوب تمام حاصل شود از وسط نقصان باید کرد
 [ مطلب ثالث 6]

 بباید دانست و اگر دو عدد را اصغر و اوسط فرض کنند و اعظم ایشان را طلبند، اولاً
که آن دو عدد چنان باید که فضل اوسط بر اصغر کمتر از اصغر بود زیرا که نسبت آن 

از اعظم،  تفضل با اصغر چون نسبت فضل ثانی است با اعظم. و این فضل بعضی اس
اند. غرض نفرمودهپس آن فضل نیز بعضی باشد از اصغر. و این قید را که ضروریست به

گوییم چون نسبت تألیفیه آن است که نسبت فضل اول با اصغر چون  ،و بعد ازین شریطه
پس بخلاف این نسبت و قلب او، نسبت اصغر با باقی  26نسبت فضل ثانی است با اعظم

ط فضل اوسط بر او از او، چون نسبت اعظم باشد با اوسط، که اوسط از او، بعد از اسقا
 ،متناسبه و درین اربعۀ 27،هم باقی است از اعظم، بعد از اسقاط فضل او بر اوسط از او
عنی پس طرفین معلومین ی ،مقدم و تالی درنسبت اولی و تالی در نسبت ثانیه معلومند

ی از باق یاصغر و اوسط را در یکدیگر ضرب باید کرد و حاصل را بر وسط معلوم، اعن
اصغر بعد از اسقاط فضل اوسط بر او ازو، قسمت کرد وسط مجهول یعنی اعظم بیرون 

 28د.آی
اند یعنی نسبت فضل اول با و حضرت مخدوم قدس سره این نسبت را تفضیل کرده

ل یعنی باقی بعد از اسقاط فضل اول از او. چون نسبت فضل ثانی باشد با اصغرالافض
پس حاصل ضرب اول در رابع را قسمت باید کرد بر ثالث، آنچه بیرون آید فضل  ،اوسط

 29.داعظم بر اوسط باشد، لاجرم آن را بر اوسط باید افزود تا مطلوب تمام سرانجام پذیر
  ه اعلم.و اللّ
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 [ خاتمه7]
و باشد میان شطر اعظم ا تألیفیاند که هر عدد فرد که فرض کنند واسطه مودهو آنچه فر

ضرب اصغر در اوسط علیه حاصلو مضروب شطر اعظم در او. سبب آن است که مقسوم
ضرب طرف اعظم واحد است پس احتیاج بقسمت نشود بلکه همان حاصل نجا دائماًیا
 30د.بو

تناسب مضروب مجموع طرفین در اوسط مساوی اند که درین نمط از و اما آنچه فرموده
ضعف مسطح طرفین باشد. سبب آن است که از ضرب طرف اعظم در اوسط یک 
مسطح طرفین حاصل است با ضرب اعظم در فضل اول، و این مساوی ضرب اصغرست 
در فضل ثانی، پس ضرب طرف اصغر در اوسط را با این ضم کنیم یک مسطح دیگر 

 31د.طرفین حاصل شو
 868تبته هذه فی ثانی الربیع سنه کبکرمان و  863لیف التألیفیه فی رمضان سنه أتم ت

بجرون.
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 بیان ریاضی رساله
𝑎که  𝑐و  𝑎 ،𝑏هر سه عدد [ 1] > 𝑏 > 𝑐  رابطۀو 𝑎−𝑏

𝑏−𝑐
=
𝑎

𝑐
ن آنها برقرار باشد، با یب 

چیدر ه یانیشود، عدد میه مشاهده مکطور دهند. همانیم یفیل تناسب تألکیهم تش
تر و اعداد کوچک فضلامده و استفادۀ آن فقط در محاسبۀ ین نسبت نیدام از طرفک

𝑎از آن است )تر بزرگ − 𝑏 و 𝑏 − 𝑐.) 

2𝑥 هر عدد فرد به صورت[ 2] +  ، یعنیترشمۀ بزرگین نیاست ب یفی، واسطۀ تأل1
𝑥 + 𝑥)، یعنی در خود آن عدد فردمه ین نیضرب او حاصل 1 + 1) × (2𝑥 + 1) .

𝑥) سه عدد به صورت یعنی + 1) × (2𝑥 + 1) > (2𝑥 + 1) > (𝑥 + ل کیتش (1
 دهند.یم یفیتناسب تأل

𝑥)تر، یعنی [ عدد بزرگ3] + 1) × (2𝑥 + 2𝑥عدد  یمال ظهورک. (1 + برابر و  1
 تا همان عدد فرد است. یکبا مجموع اعداد از 

𝑎 به صورتسه عدد اگر  [4] > 𝑥 > 𝑏 باشند و عدد میانی  با هم یفیدر تناسب تأل
𝑏×(𝑎−𝑏)مجهول باشد، مقدار آن از رابطۀ 

𝑎+𝑏
+ 𝑏 = 𝑥 آیددست میبه. 

𝑎[ اگر سه عدد به صورت 5] > 𝑏 > 𝑥 تر در تناسب تألیفی با هم باشند و عدد کوچک
𝑏مجهول باشد، مقدار آن از رابطۀ  −

(𝑎−𝑏)×𝑏

(𝑎−𝑏)+𝑎
= 𝑥 آید.دست میبه 

𝑥 [ اگر سه عدد به صورت6] > 𝑎 > 𝑏  تربزرگدر تناسب تألیفی با هم باشند و عدد 
𝑎×(𝑎−𝑏)مجهول باشد، مقدار آن از رابطۀ 

𝑏−(𝑎−𝑏)
+ 𝑎 = 𝑥 آید.دست میبه 

𝑎[ اگر سه عدد به صورت 7] > 𝑏 > 𝑐 رابطۀدر تناسب تألیفی با هم باشند ، 
(𝑎 + 𝑐) × 𝑏 = 2𝑎𝑐 .برقرار است 

𝑎[ سه عدد 8] > 𝑏 > 𝑐 رابطۀ  که𝑏−𝑐

𝑐
=
𝑎−𝑏

𝑎
 یفی، در تناسب تألبین آنها برقرار باشد 

𝑏)اند. با هم − 𝑐)  را فضل اول و(𝑎 − 𝑏) نامندیم یرا فضل ثان. 

𝑎−𝑏ن سه عدد فوق، رابطۀ یب [9]

𝑏−𝑐
=
𝑎

𝑐
𝑎)ز برقرار است. ین  − 𝑏) نیرا فضل ب

𝑏)ن و یالاعظم − 𝑐) نامندیز مین نیالاصغرنیرا فضل ب. 
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. نامندمیز یه نیالا منسوبی یتال را سرکا منسوب و مخرج یمقدم  را سرکصورت  [10]
 ها به هم مثل نسبت دوه نسبت دو تا از آنکه دارد کاج دارد یتناسب به چهار عدد احت

𝑎گر باشد مانند ید یتا

𝑏
=
𝑐

𝑑
ند. در نسبت یگویاعداد متناسبه م ن چهار عدد، اربعۀی. به ا

𝑎م )به صورت یه، سه عدد داریفیتأل > 𝑏 > 𝑐ن یه بیفیتناسب در نسبت تأل ی(، ول
𝑏−𝑐چهار عدد به صورت 

𝑐
=
𝑎−𝑏

𝑎
 یانیه عدد مک ین سه عدد در حالتیا بیافتد یاتفاق م 

𝑎به صورت 

b
=
b

c
 د.یایدو بار در تناسب ب 

𝑎به صورت  ین چهار عدد نسبتیهرگاه ب [11]

𝑏
=
𝑐

𝑑
𝑎𝑑 رابطۀبرقرار باشد،   = 𝑏𝑐  برقرار

 یتال 𝑏 مقدم نسبت اول، 𝑎در این رابطه  .( .VII/19Prop 1،اقلیدس اصول) است
 𝑏ن نسبت و یرا طرف 𝑑و  𝑎. هستندنسبت دوم  یتال 𝑑مقدم نسبت دوم و  𝑐نسبت اول، 

 .نامندمین نسبت یرا وسط 𝑐و 

𝑏ن چهار عدد فوق، رابطۀ یب [12]

𝑎
=
𝑑

𝑐
یه به آن خلاف نسبت مکز برقرار است ین 

 .(corollary V/7)همان،  ندیگو

𝑎رابطۀ  [13]

𝑐
=
𝑏

𝑑
؛ Def. V/12ند )همان، یگویه به آن ابدال نسبت مکز برقرار است ین 

Prop. V/16.) 

𝑎+𝑏رابطۀ  [14]

𝑏
=
𝑐+𝑑

𝑑
 .Def)همان، ندیگویب نسبت مکیه به آن ترکز برقرار است ین 

V/14 ؛Prop. V/18.) 

𝑎−𝑏رابطۀ  [15]

𝑏
=
𝑐−𝑑

𝑑
 .Def)همان، ندیگویل نسبت میبه آن تفض ز برقرار است وین 

V/15 ؛Prop. V/17.) 

𝑎رابطۀ  [16]

𝑎−𝑏
=

𝑐

𝑐−𝑑
 .Def)همان، ندیگویز برقرار است و به آن قلب نسبت مین 

V/16.) 

𝑎 :این چهار رابطه نیز برقرار هستند [17] =
bc

d
 ،𝑑 =

bc

a
 ،𝑏 =

ad

c
𝑐و   =

ad

b
. 

𝑎[ اگر سه عدد به صورت 18] > 𝑥 > 𝑏  در تناسب تألیفی با هم باشند و عدد میانی
𝑏رابطۀ مجهول باشد، 

𝑥−𝑏
=

𝑎

𝑎−𝑥
 م.یرا دار 

                                              
1. Euclid’s Elements 
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𝑏+𝑎ن رابطۀ یا بر بنا [19]

𝑥−𝑏+𝑎−𝑥
=

𝑏

𝑥−𝑏
=

𝑎

𝑎−𝑥
 برقرار است. 

𝑏

𝑥−𝑏
=

𝑎

𝑎−𝑥
 

[13]
⇒  

𝑏

𝑎
=
𝑥−𝑏

𝑎−𝑥
 
]12[
⇒  

𝑎

𝑏
=
𝑎−𝑥

𝑥−𝑏
 

[14]
⇒  

𝑏+𝑎

𝑏
=
(𝑎−𝑥)+(𝑥−𝑏)

𝑥−𝑏
 

]12[
⇒  

𝑏

𝑎+𝑏
=

𝑥−𝑏

(𝑎−𝑥)+(𝑥−𝑏)
=
𝑥−𝑏

𝑎−𝑏
 

[13]
⇒  

𝑏

𝑥−𝑏
=
𝑎+𝑏

𝑎−𝑏
  

𝑏

𝑥 − 𝑏
=

𝑎

𝑎 − 𝑥
 

[13]
⇒  

𝑏

𝑎
=
𝑥 − 𝑏

𝑎 − 𝑥
 
]14[
⇒  

𝑏 + 𝑎

𝑎
=
(𝑥 − 𝑏) + (𝑎 − 𝑥)

𝑎 − 𝑥

=
𝑎 − 𝑏

𝑎 − 𝑥
 
]16[
⇒  

𝑎 + 𝑏

𝑎 − 𝑏
=

𝑎

𝑎 − 𝑥
 

𝑏+𝑎به دست آوردن مجهول در رابطۀ  یبرا [20]

𝑏−𝑎
=

𝑏

𝑥−𝑏
 م:یدار [17]از  

𝑥 − 𝑏 =
(𝑎 − 𝑏)𝑏

𝑏 + 𝑎
⇒ 𝑥 =

(𝑎 − 𝑏)𝑏

𝑏 + 𝑎
+ 𝑏 

𝑏+𝑎به دست آوردن مجهول در رابطۀ  یبرا [21]

𝑏−𝑎
=

𝑎

𝑎−𝑥
 م:یدار [17]از  

𝑎 − 𝑥 =
(𝑎 − 𝑏)𝑏

𝑏 + 𝑎
⇒ 𝑥 = 𝑎 − 

(𝑎 − 𝑏)𝑏

𝑏 + 𝑎
 

𝑎اگر سه عدد به صورت  [22] > 𝑏 > 𝑥  در تناسب تألیفی با هم باشند و عدد
𝑎−𝑏+𝑎تر مجهول باشد، رابطۀکوچک

𝑎
=
𝑏−𝑥+𝑥

𝑥
 را داریم. 

𝑎𝑏م: یدار [17]از  محاسبۀ مجهول در تناسب بالا یبرا [23]

𝑎−𝑏+𝑎
= 𝑥. 

تر از سه عدد به صورت کوچکآوردن عدد  دستهب یبرا یزدی یعل نیالدشرف [24]
𝑎 > 𝑏 > 𝑥 ه کرده است کاستفاده  یگریاز تناسب دهستند  با هم یفیه در تناسب تألک

𝑎−𝑏ن صورت است: یبه ا

𝑎−𝑏+𝑎
=

𝑏−𝑥

𝑏−𝑥+𝑥
=
𝑏−𝑥

𝑏
. 

𝑏(𝑎−𝑏)م: یدار [17]در تناسب بالا، از  [25]

𝑎−𝑏+𝑎
= 𝑏 − 𝑥 یردن از عدد وسطکم که با ک 

𝑏م: یدار −
(𝑎−𝑏)𝑏

𝑎−𝑏+𝑎
= 𝑥. 

𝑥اگر سه عدد به صورت  [26] > 𝑎 > 𝑏 تر در تناسب تألیفی با هم باشند و عدد بزرگ
𝑎−𝑏مجهول باشد، رابطۀ 

𝑏
=
𝑥−𝑎

𝑥
𝑥در این رابطه چون  را داریم.  − 𝑎 < 𝑥 داریم 

 𝑎 − 𝑏 < 𝑏. 
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 م:ینکیق عمل مین طریدست آوردن مجهول در رابطۀ فوق، به اهب یبرا [27]

𝑎 − 𝑏

𝑏
=
𝑥 − 𝑎

𝑥
 
]12[
⇒   

𝑏

𝑎 − 𝑏
=

𝑥

𝑥 − 𝑎
 
]16[
⇒   

𝑏

𝑏 − (𝑎 − 𝑏)
=

𝑥

𝑥 − (𝑥 − 𝑎)
=
𝑥

𝑎
 

𝑏𝑎م: یدار [17]ردن رابطۀ فوق از کحل  یبرا [28]

𝑏−(𝑎−𝑏)
= 𝑥. 

ن سه عدد به صورت یمحاسبۀ عدد بزرگ مجهول از ب یبرا یزدی یعل نیالدشرف [29]
𝑥 > 𝑎 > 𝑏 رده است: کن تناسب استفاده یاز ا𝑎−𝑏

𝑏−(𝑎−𝑏)
=
𝑥−𝑎

𝑎
. 

2𝑥هر عدد فرد به صورت  [30] + تواند واسطۀ تألیفی باشد. سه عددی که تناسب ، می1
𝑥)دهند از این قرار هستند: را تشکیل می + 1) × (2𝑥 + 1) > (2𝑥 + 1) >
(𝑥 + ضرب عدد برابر با حاصل یفین تناسب تألیتر در اه عدد بزرگکن یعلت ا. (1

 برابر با واحد [28]سر در رابطۀ که مخرج کاست  آناست،  یانیمعدد تر و کوچک
 است. )یک(

 ن صورت است: یبه ا [7]اثبات رابطۀ  [31]

𝑎𝑏 = 𝑎𝑐 + 𝑎(𝑏 − 𝑐) = 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 − 𝑎𝑐 = 𝑎𝑐 + 𝑎(𝑏 − 𝑐) 

1و11
⇒  𝑎𝑏 = 𝑎𝑐 + 𝑐(𝑎 − 𝑏) ⟹ 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 = 𝑎𝑐 + 𝑐(𝑎 − 𝑏) + 𝑏𝑐 = 2𝑎𝑐

⟹ 𝑏(𝑎 + 𝑐) = 2𝑎𝑐 

𝑎−𝑏: [ داریم1راحتی از ]توان تردید کرد چه بهمی ن رابطهیروش اثبات ادر 

𝑏−𝑐
=
𝑎

𝑐
و با  

آوریم دست میبه [11] ن ازیضرب وسطن و حاصلیضرب طرفحاصل برابر قرار دادنِ
𝑎(𝑏 − 𝑐) = 𝑐(𝑎 − 𝑏)  م.یرسیم [7]به رابطۀ  یسازساده یمکو با 
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