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    کیدهچ

. شده است بررسی ومیر مرگهاي نرخ بندي مدلدر  نوع -فاز يها توزیع کاربرد مقالهدر این 
 مارکوفهاي زنجیردر ) نقطه پایانی(همانند زمان تا لحظه جذب  نوع -فازمتغیر تصادفی 
کی استفاده یولوژی، به جاي سن واقعی از سن فیزدر این مقاله. شده است پیوسته تعریف

ها و  این سن با توجه به بافت .که به عنوان شاخص سلامتی تعریف شده است ایم کرده
لوژیکی یویک سن فیز مارکوف زنجیرهر موقعیت  .شود هاي بدن فرد تعیین می ارگان

سپس با ، کند را مشخص میمرگ یک شخص  ،زنجیرشود و نقطه پایانی این  می درنظرگرفته
سن واقعی میر در  و ، همه احتمالات مربوط به مرگنوع -فازاستفاده از روش تحلیلی در مفهوم 

کمترین توان دوم را به روش  نوع -فاز، پارامترهاي توزیع بندي مدلبعد از . کنیم را محاسبه می
، با استفاده از نهایتاً. دهیم مدل را به جدول عمر ایران برازش می در ادامهو  کردهبرآورد خطا 

عبارات بسته  ،ایرانومیر  مرگشدن مدل به جدول  این پارامترها و اطمینان از خوب برازش
  .کنیم محاسبه می عمر و مستمري زندگی متناهی را براي ارزش فعلی بیمه تمام

 ،پیري فرایند ،ها گذاري مستمري قیمت ،ومیر مرگ بندي مدل ،نوع -فازتوزیع  :کلیدي واژگان
  ولوژیکییسن فیز
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    مقدمه .1
مین اجتماعی أها براي محاسبات بیمه و بررسی تعهدات بلندمدت سازمان ت ي اکچوئر

هاي جمعیتی، مستلزم  بینی هاي بازنشستگی یا پیش دیگر صندوق و) ها مستمري(
ر ثؤیکی از اطلاعات بسیار مهم و م .ند مار و اطلاعات قابل اعتمادآ استفاده از

از ومیر  مرگهاي  استفاده از جدول .ندهست ومیر هاي مرگ زمینه جدول دراین
یک در ومیر  مرگگیري میزان  اندازه بررسی وهاي  ترین روش ترین و کهن متداول

ابزار اصلی توصیف  ،ها ياکچوئر برايومیر  مرگجداول  در حقیقتجمعیت است، 
با  ها ياکچوئر ،زندگیهاي  در بیمه خصوصه ب .دنشو تلقی می ومیر الگوي مرگ

 یندنما میتلاش ها  شناخت الگوي احتمالی پرداخت جهت درجداول عمر،  استفاده از
تنها  ،ومیر مرگیک جدول  نیاید دست هبومیر  مرگو زمانی که هیچ مدل ریاضی براي 

آن در حوادث  گیريکار هتبع به گذشته است و ب) روي جمعیت(گزارشی از آزمایش 
ینده آآینده متضمن این امیدواري است که آزمایش گذشته بدون هیچ دگرگونی در 

براي دستیابی به مدلی که بتواند این جداول را هاي بسیاري  رو تلاش ازاین. ودتکرار ش
ومیر  مرگبدون شک، یافتن مدل ریاضی براي احتمال . صورت گرفته است ،تبیین کند

روشن است که کارکردن با تابعی که تعداد کمی زیرا . از نظر کاربردي بسیار مفید است
تر از  تب آسانپارامتر دارد و از نظر هندسی نیز داراي منحنی همواري است به مرا

و در موارد بسیاري نیز  شتهکارکردن با جدول عمري است که پارامترهاي فراوانی دا
ماري دیگر جهت آهاي متعدد  تعدیل یابی، هموارسازي و یابی، برون احتیاج به درون

هیچ یک از . روند میرکا بیمه فنی به که در محاسبه حقدارد هاي فوت  یافتن احتمال
توانند توزیع زمان مرگ را به روشنی مشخص کنند  شده تاکنون نمی هاي استفاده مدل

لذا ایجاد یک  ،وجود ندارد ها مدلیعنی هیچ روش تحلیلی براي زمان مرگ در این 
ها توزیع زمان مرگ را نیز تعیین کند مفید  مدل که بتواند علاوه بر برازش به داده

   .تمعرفی چنین مدلی اس مقالهاین  هدف .رسد می نظر به
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   پیشینه . 2
ي ها مدلتوان گفت آغاز تدوین  را بیان کنیم میومیر  مرگي ها مدلاگر بخواهیم پیشینه 

در  شروع شد که اولین دستاورد در این زمینهومیر  مرگاز ساختن جداول ومیر  مرگ
انجام گرفته است که  ،1ادموند هالی شناس مشهور، ستارهوسیله  هب 1693ابتداي سال 

اولین  ،1740سال در . آورد دست شده به هاي مشاهده از تعداد فوت عمريجدول وي 
اما اولین مدل  .دکرمنتشر  2نیکولاس استرویک رابه تفکیک مردان و زنان  جدول عمر

که احتمال بقاء را معرفی شد  3وسیله مدل آبراهام دمورآور هبومیر  مرگتحلیلی 
در سال  4بعدها گومپرتز. است هدرنظرگرفتصورت تابع افزایشی از سن کنونی فرد  به

رابطه مرگ را  که این مدل عمدتاً نمود تري از مدل آبراهام را معرفی مدل کامل 1825
در این مدل آن بود که قواي جسمانی فرض گومپرتز،  ازآنجاکه .دهد با سن نشان می

. تابع نمایی استیک یابد، این مدل  فتن سن در مقابله با مرگ کاهش میبا بالا رانسان 
 1860در سال  .بود 1860شده تا سال  پارامتري بیانومیر  مرگ، بهترین مدل نتیجه کار او

تري از مدل گومپرتز را ارائه نمود و مدل گومپرتز را که براي سنین  مدل کامل 5مکهام
شده توسط  مدل ریاضی ارائه 6اصلاح کرد و بعد از او پرکس ،بالاتر مناسب نبود

ي رایج ها مدلي گومپرتز و مکهام از جمله ها مدل. و مکهام را کامل نمودگومپرتز 
 شناس ایتالیایی جامعه دان واقتصاد اینکه در اوایل قرن بیستم، تا. باقی ماندندومیر  مرگ
ومیر  مرگ بندي مدلدر  نظریات خود را که بر مبناي مطالعه مشکلات جامعه بود 7پارتو
اي مورد مطالعه  پیچیدهومیر  مرگهاي  پس از آن، در اواخر قرن بیستم، مدل. کرد دخیل

هام کگومپرتز و مومیر  مرگهاي  یافته مدل شده یا تعمیم آنها تعدیل قرار گرفتند که اکثر

                                                                                                                                              
1. Edmund Halley 
2. Nicholas Struyck 
3. Abraham De Moivre 
4. Gompertz 
5. Makeham 
6. Perkes 
7. Pareto  
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را به ومیر  مرگکه مدل اشاره کرد  1کارتر-توان به مدل لی آن جمله می از. بودند
  .گرفت درنظرمیتصادفی  فرایندصورت 

ومیر  مرگتصادفی است که ومیر  مرگجدیدترین دیدگاه در مطالعه بقاي بشر ایده 
 زنجیرکاربردن  هاما ب. (Yashin, 2001) شود می تصادفی درنظرگرفته فرایندهمانند یک 

داراي  و طوري که توزیع زمان مرگ مشخص باشد هبومیر  مرگ بندي مدلدر  مارکوف
 نوع -فاز درباره. انجام گرفته است 2یووسیله لین و ل هباشد تنها ب نوع -فازتوزیع 

، 1975در سال  3وسیله نیوتس هب نوع -فازتوان گفت که از زمان معرفی توزیع  می
هاي  تصادفی در حوزه سازي مدلدر طیف وسیعی در کاربردهاي  نوع -فازي ها توزیع

 نظریهترافیک، آمار زیستی، ه سازي تل ند ارتباط از راه دور، مالی، مدلگوناگونی مان
را در کارهاي پیشگامانی چون  نوع -فازالبته اثر توزیع . اند شدهاستفاده  ...و بندي صف

ه توزیع ، اولین شخصی بود ک1917 ارلانگ در سال. توان دید می 5و جنسن 4ارلانگ
او یک متغیر تصادفی غیرمنفی را تعریف کرد . بسط داد »اي روش مرحله«نمایی را با 

 استبا نرخ ثابت  یک مقدار نمایی )ها موقعیت(ها  بین مرحلهفاصله زمانی که  طوري هب
 ،1981نیوتس در سال. نامیم امروزه، ما توزیعی با این رفتار را توزیع ارلانگ می که

 ،نوع -فازگونه تعریف کرد که متغیر تصادفی  اي ارلانگ را این تعمیمی از روش مرحله
پیوسته متناهی است که تنها یک  مارکوف زنجیرشده تا لحظه مرگ در یک  زمان سپري

 هادهاي دیگري استف هرا در زمین نوع -فازبعدها افراد دیگري توزیع . نقطه جذب دارد
مدل ورشکستگی  در نتیجه سرمایه توزیع کسري 6شناو همکار ککیدر کردند مثلاً

نشان دادند که اگر مقدار  را مطالعه کردند وخطر اندرسون با توزیع خسارت فازگونه 
توزیع کسري سرمایه داراي توزیع  ،داشته باشد نوع -فازهاي اشخاص توزیع  مطالبه

                                                                                                                                              
1. Lee and Carter, 1992 
2. Lin and Liu, 2007 
3. Neuts 
4. Erlang,1909 
5. Jensen,1953 
6. Drekic et al., 2004 
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را در محاسبات  نوع -فازهاي  مدل 1شو همکاران زاده حسن. ساده خواهد بود نوع -فاز
کاربردند، آنها نشان دادند که تغییرات در وضعیت  هاکچوئري براي بیمه ازکارافتادگی ب

و خاطر نشان کردند  مدل شود نوع -فازوسیله مدل  هطور مناسب ب هتواند ب شده می بیمه
که استفاده از چنین مدلی، عبارات محاسباتی ساده و روشنی براي احتمالات مربوطه و 

  .دهد می دست هنها بآفعلی ارزش 
   مدل . 3
 دلیل اصلی مرگ از تغییربه دلیل ومیر  مرگگذشته الگوهاي  ونقر سراسر در

در پایان قرن بیستم  وهاي مزمن دگرگون شده است  يبه بیمار داررهاي واگی بیماري
تصحیح روند  در لذا .هاي مزمن کاهش یافته است در نتیجه بیماريومیر  مرگنرخ 
هاي اجتماعی را روي  سیبآ توجه به نظرات کارشناسان که رفتار، بهداشت و ،بینی پیش
ارتباط مستقیم بین  فقدان به دلیل ؛دانند ضروري است مهم میومیر  مرگهاي  بینی پیش

کردن نظرات کارشناسان  دخیل ،مکانسیم پیري و ومیر پارامترهاي موجود در مدل مرگ
ومیري  اگر بتوانیم  مدل مرگ. امري نشدنی استاغلب ومیر  مرگهاي  بینی در پیش

  :داشته باشیم که
 ؛ه شوددبرازش داومیر  مرگهاي واقعی  به داده -

کی پیري با یک اندازه امترهاي مدل با مکانسیم فیزیولوژیبتواند ارتباطی بین پار  -
 ؛وارد کردکه بتوان نظر کارشناسان را در آن  طوري هب آورددوجو هواقعی ب

 . را فراهم کندومیر  مرگی تحلیل کمامکان   -

مدل  ایجادایده  .ایم کرده توان گفت به مدل مطلوبی دست پیدا صورت می دراین
 هاي قبلی مطرح شده است، يوسیله اکچوئر ههاي مطلوب ب با این ویژگیي ومیر مرگ

  . تایجاد نشده اس هنوزمناسبی از این نوع مدل  تاکنون اما
بنیان شده  متناهی مارکوف فرایندکنیم که براساس  مدلی را فرض می ،مقالهدر این 

پیري بدن انسان فیزیولوژیکی  فراینداین مدل  است، )جذب( داراي یک نقطه پایانیو 

                                                                                                                                              
1. Hassan Zadeh et al., 2013 
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براي اطمینان از این در این مدل  مارکوف زنجیردلیل استفاده ما از  .کند توصیف می را
در نتیجه  .است نوع -فازداراي توزیع  است که توزیع زمان مرگ مشخص است وامر 

شود  می کاربرده هب نوع -فازهاي تحلیلی که براي توزیع  این اطمینان بسیاري از روش
لذا در این بخش ابتدا به تعریفی از  .دروکار هانسان نیز بومیر  مرگتواند براي مدل  می

  .کنیم پیري پرداخته و سپس مدل را معرفی می فرایند سن فیزیولوژیکی و
 پیري و سن فیزیولوژیکی فرایند. 1-3

، رود کارمی هبي زنده بدن ها ارگان در موردپیري که  فراینداصطلاح  ،1به نقل از جونس
 با گذشت زمان هستند که ضرورتاًاي  تقلیل یافته شده، رشد و هاي معین نهمان ژ

به انطباق با کارافتادگی یک ارگانیسم یا قسمتی از آن از با و باشند میغیرقابل بازگشت 
کاهش در ظرفیت ارگان در برابر پدیده ن ایتجلی  .دنپرداز محیط پیرامون خود می

ه هاي خاص ب یعنی افزایش استعداد ابتلا به بیماري ،استهاي مربوط به آن  تنش
آن فرا رسد مرگ  به اوج کاهش ظرفیت خود میارگان و وقتی موازات پیرشدن 

  .رسد می
اي از تغییرات فیزیولوژیکی مرتبط  واضح است که پیري انسان با طیف گسترده

هاي مختلف، اختلالات متابولیسم  کاهش شدت فشار خون در میان بافت: مانند است
را در معرض  انسانچنین تغییراتی نه تنها  . ...تراکم استخوان و  شدن کمچربی، 
   .شود دن در فرد میردهد بلکه باعث افزایش قابلیت م قرار می ي بسیاريها بیماري

جستجو براي درك تغییرات توابع فیزیولوژیکی  ،هاي تجربی از مطالعه برخی
. 4رو استرهل 3سارجنت بافیتس و، 2شوك :مثال عنوان به .دنده مختلف را نشان می

تواند به  میهاي فیزیولوژیکی بشر  هاي اصلی در این مطالعات روي تغییرات تابع یافته
  :این صورت خلاصه شود

                                                                                                                                              
1. Jones, 1956 
2. Shock, 1974 
3. Bafitis and Sargent, 1977 
4. Strehler, 1999 
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 20تا  3بین سنین  تقریباً خودعملکردي  ظرفیت حداکثربه  ي اصلیبیشتر متغیرها -
  .رسند سال می

در مقابل  د،نابی به طور خطی کاهش می اصلیسالگی، بیشتر متغیرهاي  30بعد از  -
  .یابند به طور نمایی افزایش میومیر  مرگهاي  نرخ

و این تغییرات است یزیولوژیکی در میان اعضاي یک نسل توابع فتغییرات کاهش  -
  .یابند بالارفتن سن افزایش می اندکی با

بندي شوند  مدلهاي  در دوره توانند میهاي پیري فرایندکنند که  میبیان ها  این یافته
  .ی استکم کیفی و ،هاي فیزیولوژیکی که تغییرات در تابع
کنیم که یک تغییر  یک سن فیزیولوژیکی فرضی را معرفی می در این مقاله

بور نشان زرا در نتیجه یک یا چند تابع فیزیولوژیکی م فیزیولوژیکی قابل کشف
که  همانند یک شاخص سلامتی تعبیر شود تواند این سن فیزیولوژیکی می .دهد می

که ومیر  مرگي ها مدلبر خلاف بعضی از . دهد در بدن انسان را نشان می درجه پیري
، سن کنند تمرکز میومیر  مرگهاي آنها با  روي فاکتورهاي سلامتی خاص و ارتباط

کنیم که آن فقط در  فرض می م ویکن فیزیولوژیکی را در یک سطح بنیادي تعریف می
هاي  وسیله تابع هکه ویژگی خطی ب یآنجایاز .یک جهت توسعه داده شده است

در طول زمان  نیز بودن کنیم که خطی فرض می لذا شوند، فیزیولوژیکی مختلف حفظ می
هاي سلامتی یا انتقال از  علاوه، تغییر موقعیت هب. شودهاي فیزیولوژیکی حفظ  با سن

متفاوت از سن تقویمی  اساساًیک سن فیزیولوژیکی به سن بعدي تصادفی است که 
پیري  فرایندشده هم انعکاس طبیعی از  دیدهومیر  مرگه کتوان گفت  در پایان می .است

و  درونیپیري  فراینداثر متقابل بین  .به فاکتورهاي محیطی است یو هم پاسخ
 با. شده در تعریف پیري است توصیف )استعداد( همان قابلیتفاکتورهاي بیرونی مرگ، 
حاکی از امر  که این یابد می کاهشظرفیت فیزیولوژیکی  ،افزایش سن فیزیولوژیکی

 .است کشنده مهلک وهاي  افزایش استعداد ابتلا به بیماري
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  پیشنهاديومیر  مرگمدل . 2-3
پیري  فرایندبراي مدل  زمان پیوسته، موقعیت متناهی را مارکوف فرایندیک  حال،

 وشده یک سن فیزیولوژیکی است  هر موقعیت ارائه). 1شکل ( کنیم فرضی ارائه می
 فیزیولوژیکی سن به فیزیولوژیکی سن یک از متوالی انتقال فرایند عنوان یکبه پیري 
یک نقطه جذب وجود دارد و انتقال از هر موقعیت دیگر  .است شده داده توضیح بعدي

به دلیل مرگ ناگهانی از یک پایان یافته  سالخوردگی فرایندبه عنوان به موقعیت جذب 
 بینید، می 1طور که در شکل  همان .شود می تعبیرکشنده  دلیل تصادفی یا از یک بیماري

پیري را  فرایند پیشرفتیکی : دو پارامتر استفاده شده استi سن فیزیولوژیکی  ربراي ه
کند و دیگري قابلیت مرگ در هر موقعیت فیزیولوژیکی را انعکاس  توصیف می

به سن  iنتقال از سن فیزیولوژیکی اکه نرخ  λ୧خصوص، پارامتر  هب. دهد می
عنوان یک نرخ پیري تعبیر شود که  هتواند ب و می کند را ارائه می i+1فیزیولوژیکی 

یک اندازه  λ୧ وکند  گیري می را اندازهi+1 به سن  iاز سن  سرعت پیشروي یک فرد
. براي یک جامعه است، نه براي یک شخص خاص سالخوردگی از شدت کاهشجامع 

از یک توزیع  i+1 عیتضقبل از حرکت به و iبه زبان احتمالی، ماندن در موقعیت 
ଵنمایی با میانگین 

஛౟
تر باشد، پیشرفت  بزرگ λ୧بنابراین، هرچه . کند پیروي می 

  . تر است در جامعه سریع سالخوردگی
  شده پیري فیزیولوژیکی ارائه فرایند .1شکل

  
، یعنی شانس مردن در است که قابلیت یا استعداد جامع دیگري پارامتر ،q୧پارامتر 

در هر  خطرناكدو نوع متفاوت از تهدیدات . کند را توصیف می iهر سن فیزیولوژیکی 
 سیبآ و همچون جراحتاست  دگیرسالخویکی مرگی که مستقل از . سن وجود دارد
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قابلیت مرگ افزایش دیگري . شود یتعیین مℎଵ(i)		وسیله  هاین دلیل ب بهنرخ مرگ  که 
این  بهنرخ مرگ . است دلیل زوال در توابع فیزیولوژیکی مانند مرگ به دلیل پیري هب

 اینجا در .است iاز  شود که یک تابع افزایشی مشخص می  	ℎଶ(i)دلیل به وسیله 
  :یعنی ،نوع نرخ جمع پذیرند کنیم که این دو فرض می

   h1(i)+h2(i) =	q୧   
فیزیولوژیکی  داخلی ناپذیر توابع برگشت زوال: رقابتیعامل  دو، مرگ در نتیجه رو ازاین

  .است )مرگ ناگهانی(سن فیزیولوژیکی  در هرمرگ آنی تصادفی  خطر و
از ) ن جذبزما( تنها یک نقطه جذب دارد، زمان مرگ مارکوف فرایندکه  یینجاازآ

زیر داده صورت  هب مارکوف فرایندماتریس نرخ انتقال  کند، پیروي می نوع -فازیک توزیع 
  :شود می

Λ=൮
-(λ1+q1)

0
0
0

          

λ1

-(λ2+q2)
0
0

        

0      … 0
λ2
⋱
⋱

     … 0
      ⋱ 0

          ⋱ -qn

൲           )1(                           

  α= (1, 0, … , 0)توزیع ابتدایی با
  :پردازیم می نوع -فازهاي توزیع  در اینجا به بیان اجمالی از ویژگی

باشد پس عبارات بسته ) αو ߉( نمایشبا  نوع -فازداراي توزیع  Tاگر فرض کنیم 
گشتاورهاي آن وجود دارد  و براي تابع توزیع بقاء، تابع چگالی احتمال، تبدیل لاپلاس

  :صورت زیر است هو ب
 تابع بقاء    -

S(t)= α exp(Λt)e⊤        , t>0                                                             )2(    

  . شود برداري از یک تعریف می 		⊤eکه در اینجا 
  تابع چگالی احتمال -

f(t)=Fሖ (t)=α exp(Λt)b⊤  , t>0                                            )3(                           
  

  ⊤e⊤ Λ- = bکه در آن 
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  تبدیل لاپلاس -

ℶ(s)=α(sI- Λ)
-1

b⊤                                                                           )4(  
  گشتاورها -

mk=൫-1൯
k
 k!αΛ-ke⊤,  k=1,2,…     )5        (                                     

کنیم، که نه  را ارائه می λi ،h1(i)، h2(i)شده براي  خاص تعریفحال، ساختارهاي 
کنند که مدل و پارامترهاي  می بلکه تضمینسازند  را ممکن میا برآورد مدل نهت

براین یک  علاوه .است پویایی پیريبراي  منطقی فیزیولوژیکی مفهومشده آن داراي  داده
  .کند اجتناب می نوع -فازاز مسئله عدم یکتایی در برآورد توزیع یافته  سازمانمدل 

 هاي بالاتر در سن فیزیولوژیکی متفاوتدهند که توابع  تجربی نشان می يها یافته
بنابراین منطقی است که یک  .کنند ارائه می میانگین را به سمت آهسته خطی شیبیک 

  :ها را فرض کنیم، یعنی نرخ انتقال ثابت بین موقعیت
λi=λ     for   i=k+1, …, n 

 kفرض شده است که  یکسان ها براي همه موقعیت ߣپارامتر ،kبراي سنین بالاتر از 
کنند و  که در آن نوزادان با محیط زیست وفق پیدا می تعریف ما از یک دوره رشد است

 اي است که این دوره. یابند رشد میعملکرد فیزیولوژیکی خود  براي رسیدن به حداکثر
و ومیر  مرگبا کاهش  سپس وشروع شده  بالا نسبتاً ومیر مرگمیزان  یک با تولد زمان از

پیري  فرایند قبل ازبه  ،شده موقعیت عنوان k .شود تمام میرسیدن به نقطه مینیمال 
 2در شکل است  3به طول ه رشد دورداراي  ی کهمارکوف فرایند. شود اضافه می

  .مشخص شده است
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  شده ف تکمیلویند پیري فیزیولوژیکی مدل مارکافر .2شکل

  
یکسانی  ساختارشده  تکمیل مارکوف فرایند .کنند رائه میاعداد یونانی دوره رشد را ا

براي دوره رشد ) 4 تا k، )2 مقدار کوچکعمل، یک  رد. همانند بخش قبلی دارد
   .ایم وردهآ دست هب 4را برابر   k،براي جامعه ایران، با تکرار و آزمایش. مناسب است

  :که شود پیشنهاد میبراي نرخ خطر مستقل از پیري، 

  h1(i)= ቊ
a + b											iଵ < ݅ ≤ iଶ
	b																		 صورت درغیراین 	

�                                            )6 (  

عنوان یک نرخ تصادف  هبa و ثابت  زمینه یک نرخ پس همانند b ثابت در آن که
 زیرا ؛شود میظاهر  iଵ،iଶهاي  نرخ تصادف فقط بین سن. شود مرتبط به رفتار تعبیر می

زمینه یک انعکاس  اما نرخ پس ،وابسته به سن استو ه رفتار مربوط ب ی است کهنرخ
 i یک تابع افزایشی از ℎଶ(i) که پارامتر شود پیشنهاد می. کلی از محیط زندگی است

باشد که افزایش قابلیت با بالارفتن سن فیزیولوژیکی را براي تهدیدات مخاطره 
   h2(i)=ip.qیک تابع توانی به شکل را h2(i)براي اولین فرض،  .دهد انعکاس می

قابلیت ک اندازه اثر نسبی پیري به ی pدر آن یک پارامتر مقیاس و  qکنیم که  فرض می
  .است )مردن(

 :شود صورت زیر بسط داده می هب ୧ݍپارامتر 

୧ݍ = ቊ
ip. q + a + b																						i1 < ݅ ≤ i2
ip. q + b																													 صورت درغیراین 			

�                      )7       (

                  
از لحاظ  .استفرض شده  n برابر ییکشده یک سن ماکزیمم فیزیولوژ در مدل ارائه

 nاما هنگامی که  متناهی باشد، فرایند، ممکن است لازم نباشد که پیري یک نظریه
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ها را فراهم کند و  عالی به دادهتواند یک برازش  قدرکافی بزرگ باشد، مدل می هب
آزمایشات عددي  .مین کندأارزیابی بیمه را ت وومیر  مرگبینی  براي پیش همچنین نیازها

بزرگ باشد یک برازش خوبی براي مجموعه  200به اندازه  n دهد که اگر نشان می
  .کند ها فراهم می داده

  ایرانومیر  مرگهاي  برازش مدل به داده .3- 3
طور که در  همان. دهیم ایران برازش میومیر  مرگهاي  بخش، مدل را براي دادهدر این 

هاي فیزیولوژیکی  حسب سن پیري را بر فرایندما  ،بیان شده استبخش قبلی 
ومیر  مرگهاي  تر از داده مناسب ،هاي نسلی براي این منظور، داده .کنیم می بندي مدل
یک دوره ومیر  مرگاي براساس  جدول عمر دوره .هستند براي برازش مدل اي دوره
در آن دوره تا ومیر  مرگسال استوار است که به هر حال روند  3یا  1 مدت مثلاً کوتاه

چون جمعیت مورد مطالعه در آن را افراد متعلق به  حد زیادي یکنواخت است و
 ن را جدول عمر یک نسل واقعیآتوان  نمی ،دهند هاي مختلف  تشکیل می نسل

هاي  افراد یک نسل فرضی متشکل از نسل محسوب کرد، بلکه باید آن را ناظر بر
هاي  ن مقطع زمانی بر حسب جنس و سن در معرض میزانآمختلف دانست که در 

نسلی، بر مبناي تعقیب زندگی  جدول عمر گروهی یا .گیرند خاص قرار می ومیر مرگ
شود و  یک نسل واقعی یا یک نسل فرضی از تولد تا مرگ ساخته می هافراد متعلق ب

اما در مورد ایران، ما فقط یک  .محاسبات آن نیاز به مطالعه افراد در طول زمان دارد
بنابراین، . فرانسه با کمی تغییرات است 88-90ومیر  مرگجدول عمر داریم، که جدول 

  .لی نداریماي و نس دورهومیر  مرگهیچ انتخابی بین جدول 
 مربعات خطاي وزنیکردن مجموع  وسیله مینیمم هب )1( پارامترها در ماتریس انتقال

   .شود برآورد می
F=∑ ൫qx-qොx൯

2
s(x)W

x=0           )8(                                                              

  ؛است 106هاي ایران برابر  ماکزیمم سن است که براي داده wدر برابري بالا  -
- q୶ و s(x) :شده و احتمال بقاء در سن  ترتیب برابر نرخ مرگ مشاهده هبx ؛است  
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  آید؛ به دست می از جدول عمر :୶ݍ -
- s(x):  از رابطه୪౮

୪బ
  ؛آید می دست هب  

  .است ୶ݍمتناظر با  آمده از مدل دست هبمقدار  :ො௫ݍ -
 :داریمتابع بقاء زمان مرگ باشد ŝ  (x)اگر 

S෠  (x)= α exp(Λx) e⊤                                                                    )9(  
- exp(Λx): ماتریس نمایی ماتریس انتقالΛ است؛  

  :با استفاده از رابطه زیر محاسبه شود تواند می ୶ݍاحتمال

		qො୶ =
ୱො(୶)ିୱො(୶ାଵ)

ୱො(୶)
																																																																	      )10 (

   

که در آید  می به دست  1ساز الگوریتم سیمپلکوسیله استفاده  هب برآورد پارامترها
مقادیر  هاي متفاوتی از الگوریتم براي ترکیب. شته شده استنو MATLABافزار  نرم

i2و	i1 سن فیزیولوژیکی آزمایش شد و در  براي تعیین بهترین فاصله مناسب براي
  .آورده شده است 2و  1ول اوردها در جدآنهایت بهترین بر

  برآورد پارامترهاي مدل .1جدول 
  پارامترها

a B q p ߣ [݅ଵ, ݅ଶ] دي  تی  
90 -88  2/1 e-03 43/1 e-04 61/2 e-13 5 34/2  [35،86] 

 

آمده براي آنها  دست هدوره رشد استفاده شده است که مقادیر بچهار موقعیت براي 
  .ه شده استآوردهاي ایران  براي داده 2در جدول 

  برآورد پارامترهاي دوره رشد مدل .2جدول
  پارامترها

 دوره ୚୍ߣ ூூூߣ ூூߣ ூߣ ୚୍ݍ ூூூݍ ூூݍ ூݍ
0197/0 رشد  0197/0  00999/0  00149/0  205/2  956/1  999/6  299/1  

                                                                                                                                              
1. Simplex   
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نشان داده شده  1 نمودارایران در ومیر  مرگشده براي جدول  منحنی برازش داده
  .است

  براي جمعیت ایران ܠࢗمنحنی برازش داده شده  .1نمودار 

  
  

  .خوبی برازش داده شده است هسال ب 80تا  20مدل به بازه سنی 
  تحلیل نیکویی برازش. 4-3

این اندازه براي . شود استفاده میبرازش نیکویی براي  R2این بخش، از شاخص  در
درصدي از واریانس R2 ضریب . استفاده شده استنیز کارتر  -مدل لی نیکویی برازش

 این مقدار  بین صفر و. شود که به وسیله مدل توضیح داده میکند  گیري می اندازهرا 
در مدل . عیب است دهد که برازش درست و بی مقدار یک نشان می .یک است

  .آید می دست هب )11(وسیله فرمول  همجموع مربعات وزنی کل ب شده ارائه
SST=∑ ൫qx-qതx൯

2W-1
x=0 S(x)                                                                 )11(  

10 
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 برازش داده شده
       هاي ایران داده
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ــه  ∑)=qതک qx
w-1
x=0 )/w  ــات وز ــوع مربع ــا بـ ـ مجم ــی خط ــول   هن ــیله فرم  )12(وس

  :آید می دست هب
SSE=∑ ൫qx-qොx൯

2
S(x)                                w-1

x=0        )12            (          
  :یدآ دست می هصورت زیر ب هوسیله مدل ب هپس درصد واریانس توضیح داده شده ب

R2=1- SSE
SST

                                                                               )13   (  
ایران برازش داده شده است ومیر  مرگجدول  که بهمقدار ضریب تعیین مدل ما 

ها خیلی نزدیک یک است، که این  آمده براي داده دست همقدار ب. آمد دست هب 99/0برابر 
براي همه  هاي مرگ را همه تغییرات نرخ شده تقریباً دهد که مدل ارائه نشان میامر 
 9/0تر از  یک مقدار ضریب تعیین بزرگ معمولاً .توضیح داده است ها سن

  .استمطرح شده  بخش رضایت
  هاي دیگري از مدل تحلیلو تجزیه. 5-3

 ،در مدل ما .تحلیل بقاء استو تجزیه در نوع -فاز هاي یکی از مزایاي استفاده از توزیع
Jt  سن فیزیولوژیکی یک فرد در سن تقویمیt دکن را ارائه می.(t)  Pi  احتمال این

    :، یعنیرا دارد iسن فیزیولوژیکی  tفرد در سن تقویمی  کهاست 
Pi(t) = P (Jt=i,T>t)                                   t≥0, i=1,2,…, n 

i=1, 2,…, n، P୧(t) = [α پس، براي  exp(Λt)]୧	 که[. ]	، i ُلفه بردار ؤمین ما
 صورت این هب تواند می S(t)طور واضح تابع بقاء  هب. است [.]

 S(t)= ∑ Pi(t)n
i=1    

  :یعنی کنیم بررسی میرا ن آ احتمال شرطی متناظر باحال 
 πi(t)=p(Jt=i|T>t)    

  :که برابر است با
πi(t)=

Pi(t)
S(t)

=[ α exp(Λt)
α exp(Λt)e

]
i
                                                     )14     (  
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هنجاري ممکن است براي توصیف نا   π(t)=[π1(t), π2(t), …, πn(t)]توزیع
 ناهنجارياستفاده شود، که  t یک نسل در سنافراد هاي سلامتی  موقعیت ضعف در یا
  . گیري شده است وسیله سن فیزیولوژیکی اندازه هب

  سال 60توزیع ناهمگنی براي جدول عمر ایران براي سن  .2نمودار

  
  
  
  

رسم  ایرانومیر  مرگسالگی براي جدول  60را براي سن  π(t)توزیع ،2 نموداردر 
از نظر سن  ]100-180[ در بازه هسال 60فرد دهد که یک  نشان می نموداراین . ایم کرده

  .داردفیزیولوژیکی قرار 
که نرخ مرگ در سن  ௜ݍنی و نرخ جذب آخواهیم رابطه بین مرگ  در اینجا می

 μ(t) ،ومیر مرگشدت  )3(، )2(از رابطه . را مشخص کنیماست i فیزیولوژیکی 
 :شده است ارائهوسیله رابطه زیر  هب

μ(t)= α exp(tΛ)q
α exp(tΛ)e

                                                                    )15(   

  :داریم )10(پس، با استفاده از فرمول 
μ(t)=∑ qi

n
i=1 .πi(t)                                                            )16           (  

200     180      160        140       120      100       80        60          40         20        0  

035/0  
03/0  

025/0  
02/0  

015/0  

01/0  
005/0  

٠ 

 سن فیزیولوژیکی

الی
چگ

بع 
 تا

 سال60=سن

  %20= نرخ بهره
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. دارند εها یک تغییر ثابت یا اختلالی به اندازه ௜ݍهاي جذب  حال فرض کنید، که نرخ
௜ =qiݍ +ε برابر که دیگر پارامترها تغییر نکنند تا زمانی هاي جذب جدید یعنی نرخ

ε  براي
تغییر +ε  bبه  bزمینه  این مورد هنگامی که نرخ مرگ پس در .هستند iهمه 

  :پس داریم. است نوع -فازمتناظر با  جدیدي پارامتر(α,Λε) ،کند
Λε=Λ- εI                                                                                          )17(  

  :پس
eΛε୲ = e(Λିε୍)୲=eିε୲eΛ୲                                                                )18 (  

  :بیان شودصورت زیر  هتواند ب می با اختلال Sε(t)بنابراین تابع بقاء 
Sε(t)=e-εtS(t)                                                                                   )19(  

  :آید می دست هزیر ب صورت هب )16(رابطه  ازاستفاده  با  με(t) ومیر مرگشدت 
με(t)=∑ qiε.n

i=1  πi(t)=∑ qin
i=1 .πi(t)+∑ ε.n

i=1 πi(t)=μ(t)+ε                )20(    

بنابراین مرگ آنی ) کاهش یابند( افزایش یابند εبه اندازه هاي جذب  نرخ اگر پس،
  .خواهد یافت) کاهش(افزایش ߝاندازه  به نیز

بدون  π(t)توزیع  کنیم گیري می را اندازه همگنیزمانی که نا اما جالب است بدانید 
  :ماند یعنی تغییر باقی می

πε(t)=
αeΛεt

α exp(Λεt) e
=

αeΛt

α exp(Λt) e
=π(t) 

بیمه خالص بیمه یا مستمري  براي تعیین سربار حق  qiهاي جذب نرخایده تغییر 
 فرض کنیم یعنی ௜ߝیا کاهشی  یزایشفا ثابت %1اگر نرخ جذب را با . مفید است

qi
ε=qi+εi  ߝکه௜  براي سن فیزیولوژیکیومیر  مرگهمانند یک سربار i 

مشابه  روشیتوانند در  ها می بیمه نتیجه، همه محاسبات حق در. شود می درنظرگرفته
  .انجام شوند
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   کچوئرياسبات محا .6-3
و ارزش   Axیعنی عمر خواهیم ارزش فعلی بیمه تمام می با استفاده از دو روش حال،

یکی با استفاده از مدلمان و دیگري . را محاسبه کنیم ௫̈ܽعمر یعنی  فعلی مستمري تمام
عمر ایران که همان  مرحله، از جدولدر این . استاستفاده مستقیم از جدول عمر با 
 مستقیماً را ௫̈ܽو   Axکنیم و مقادیر ده میاستفا ،فرانسه است 88-90ول تی دي دج
که یک رابطه ) 21( ، از فرمولمقالهدر این Ax	آوردن  دست براي به. وریمآ می دست هب

  :کنیم بازگشتی است استفاده می
Ax=ϑqx+ϑpxAx+1                                                              )21 (  

  :که
 p106=0   وA106=ϑ   

محاسبه  )21( ستفاده از رابطه بازگشتیبا ا A105, A104, …,A0جه مقادیر یدر نت
است  )22(ه صورت رابط هکه ب ௫̈ܽو ௫ܣو همچنین با دانستن رابطه میان  شوند می
  .را نیز محاسبه کرد 	௫̈ܽتوان مقادیر متناظر با می

 ܽ̈௫ =
ଵି஺ೣ
ௗ

                                                                               )22(     
دو فرمول زیر را داریم که این  اما براي دومین قسمت، یعنی استفاده از مدل،

و استفاده از این خاصیت که زمان مرگ از  തܽ௫و ௫ܣ̅ها یا حل انتگرال مربوط به  فرمول
  :آیند می دست هب ویژگیو خواص مربوط به این  کند پیروي می نوع -فازتوزیع 

Aഥx=∫ e-δt∞
0 π(t) exp(Λt) b⊤ dt=-π(x)(Λ-δI)

-1
b⊤ )23        (                           

aതx=න e-δt
∞

0
π(x) exp(Λt) e⊤dt=-π(x)(Λ-δΙ)-1e⊤                              

توانیم  شده براي هر دو قسمت را بیان کردیم اکنون می هاي استفاده فرمولحال که 
  . نتایج را مقایسه کنیم ایران اعمال کرده وومیر  مرگ ها را براي جدول روشاین 
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 %20محاسبات ارزش فعلی بیمه تمام زندگی با نرخ . 3جدول 

  x سن  نرخ بهره
آمده  ستد همقدار ب
توسط  ௫ܣ براي

 جدول عمر

آمده  دست همقدار ب
توسط  ௫ܣ براي

 مدل

  اختلاف مقادیر

20%  

30 01999/0  01224/0  00775/0-  

40 02368/0  02236/0  00131/0-  

50 05169/0  04999/0  00017/0-  

60 10253/0  10100/0  00153/0-  

70 19326/0  19173/0  00153/0-  
 

اختلاف بین این دو  روش و 2وسیله  هعمر ب ارزش فعلی بیمه تمام 3در جدول 
که مدل به دهد  می تفاوت اندك بین این مقادیر مشهود است که نشان. ارائه شده است

  . ها برازش داده شده است خوبی به داده
  %20محاسبات ارزش فعلی مستمري با نرخ . 4جدول 

آمده  دست همقدار ب  xسن   نرخ بهره
  توسط جدول  ä୶براي

 آمده دست همقدار ب
  مدلتوسط ä୶ براي

 اختلاف مقادیر

20%  

30 88006/5  41116/5  46890/0-  

40 85795/5  35027/5  50768/0-  

50 68985/5  18403/5  50581/0-  

60 38484/5  87713/4  50771/0-  

70 84047/4  33125/4  50922/0-  
 

  گیري بندي و نتیجه جمع. 4
 پیوسته با یک موقعیت جذب مارکوف فرایندکه براساس  نوع -فازتوزیع ، مقاله در این

 -فازدر توزیع . ایران استفاده شده است ومیر مرگبندي جدول  براي مدلاست ) مرگ(
که  استبرابر با یک سن فیزلوژیکی انسان  مارکوف فرایندهاي  هریک از موقعیت نوع

ساختار خاص این مدل براساس ماتریس انتقال . موقعیت جذب نیز همان مرگ است
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ارتباط داشته  با یک مکانسیم پیري فرایندکه  چنان .شود شناسایی می فمارکو فرایند
علاوه  هب. دادن مدل امري لازم است ورد دقیق پارامترهاي ماتریس براي برازشآباشد بر

کند که زمان مرگ از توزیع  را مطمئن می پیوسته متناهی ما مارکوف فراینداستفاده از 
توان از چگالی،  با دانستن توزیع زمان مرگ میدر نتیجه،  .کند پیروي می نوع -فاز

هاي تحلیلی که  همچنین بسیاري از روش زمان مرگ آگاهی پیدا کرد و... گشتاور و
. دادشده بسط  ارائهومیر  مرگبراي مدل  توان میرا  رود میکار هب نوع -فازبراي توزیع 

 ،هاي بسته براساس عبارتتوان  میاین مزیت را دارد که  نوع -فازاستفاده از توزیع 
  .گذاري بیمه عمر و مستمري را انجام داد قیمت

  پیشنهادها. 5
که سبک زندگی ایران را  یآنجایازا .ا.جبا توجه به نظر کارشناسان بیمه مرکزي 

در ایران شده  استفادهومیر  مرگجدول  ،توان هم رده سبک زندگی فرانسه دانست می
ی تغییرات در فرانسه بااعمال کم 88-90تی دي ومیر  مرگجدول  ،اتبراي محاسب

در ومیر  مرگبه ایجاد جدول ) 1379(و نورالهیبا اینکه زنجانی . استهاي آن  نرخ
وجود  ،طورکامل متناسب با ایران باشد ولی هنوز جدولی که بتواند به ندایران پرداخت

هاي  براي سال ومیر مرگدادن به جدول  لذا استفاده از این مدل جهت برازش .ندارد
انتخاب جداول  پیشنهاد رو ازاین ،امکان ندارد نها جهت پیشگوییآسه مقای مختلف و

تواند  آوردن مقادیر پارامتر می دست هنها و بآبرازش مدل به  و 1از فرانسهومیر  مرگ
پیشگویی را براي ایران   و جاري در ایران را نشان دهدومیر  مرگتصویري از روند 

  .ممکن سازد

                                                                                                                                              
  .درج شده است http://www.mortaility.orgدر سایت . 1
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