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چکیده
در این مقاله مسأله جایابی شبکه ای از هاب های سلسله مراتبی با ساختار حلقوی معرفی شده 
از شبکه هاب میانه سلسله مراتبی و شبکه  تلفیقی  به عنوان  است. مسأله مفروض را می توان 
هاب حلقوی دولایه دانست. در مدل ارائه شده مکان یابی هاب های اصلی و ثانویه  به نحوی 
انجام می شود که  هزینه های ارسال  جریان در شبکه نهایی کمینه شود. در طراحی شبکه هاب 
تحقیق حاضر هاب های اصلی به شکل حلقه به یکدیگر متصل می شوند و در ادامه تخصیص 
هاب های ثانویه و گره های تقاضا در شبکه با هدف بهینه سازی هزینه صورت می گیرد.  چنین 
مسأله ای در شبکه های مخابراتی و خطوط حمل و نقل سریع هنگامی که ایجاد اتصال نقطه 
به نقطه مابین تمام گره های تقاضا به لحاظ هزینه مقرون به صرفه نباشد کاربرد دارد. در این 
مقاله دو مدل برای مسأله پیشنهاد شده است. در ابتدا مدلی با متغیرهای سه اندیسه)شاخص( 
برای مسأله ارائه گردید که مدل مبتنی بر جریان نامیده می شود سپس مدل جدیدی با معرفی 
متغیرهای چهار اندیسه ارائه  گردیده که مدل مبتنی بر مسیر نامگذاری شده است.  برای حل 
افزار  نرم  Xpress در محیط  و   Cplex افزاری  نرم  از دو حل کننده  مدل های مورد بحث 
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بهینه سازی GAMS استفاده شده و در انتها مدل و حل کننده بهتر با توجه به نتایج به دست 
با تغییر در پارامترهای ورودی حل کننده نرم افزاری زمان  آمده معرفی شده است. همچنین 
حل مسأله کاهش یافت. در این مقاله از مجموعه داده شناخته شده شبکه پستی  ترکیه برای 

ارزیابی و اعتبار سنجی  مدل ها استفاده شده است

CG1 :JEL طبقه بندی
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مقدمه

هاب ها1 تسهیلات ویژه ای هستند که کاربرد وسیعی در حمل و نقل، مخابرات، لجستیک و 
پست دارند. در واقع به جای اتصال مستقیم تمام نقاط به یکدیگر تعدادی از نقاط تقاضای 
موجود در شبکه به عنوان هاب)واسط( انتخاب گردیده و جریان در شبکه ابتدا به این نقاط 
واسط ارسال سپس به مقصد فرستاده می شود. استفاده از ساختار هاب ـ گره ضمن کاهش 
قابل توجه در هزینه های توسعه شبکه )کاهش قابل توجه تعداد کمان های مواصلاتی( امکان 
از تحقیق  از صرفه جویی مقیاس2 برروی کمان های هاب را فراهم می سازند. پس  استفاده 
بنیادی اوکلی3 که مسائل جایابی هاب را معرفی و مدلی ریاضی برای آن ارائه داد، چندین 
کلاس متفاوت از مسائل هاب توسعه داده شده و مورد تحقیق قرار گرفته اند. به طور کلی 
مسائل مکان یابی هاب به چهار نوع زیر تقسیم بندی می شوند: 1- مسأله مکان یابی هاب-میانه 
2- مسأله مکان یابی هاب با هزینه ثابت 3- مسأله مکان یابی هاب ـ مرکز 4- مسأله مکان یابی 
هاب پوششی. تابع هدف در مسائل نوع اول و دوم از دسته بندی فوق، به صورت کمینه  سازی 
مجموع هزینه هاست. در مسائل نوع اول، تنها به کمینه سازی کل هزینه های جریان عبوری 
اما  است.  مشخص  برآنها  مترتب  هزینه  و  )هاب ها(  تسهیلات  تعداد  زیرا  پرداخته  می شود. 
در مسائل نوع دوم، چون تعداد تسهیلات نامشخص است؛ هزینه های تأسیس تسهیلات نیز 
از کمینه سازی  تابع هدف عبارتست  افزوده می گردد4. در مسائل هاب مرکز  تابع هدف  به 
بیشترین طول یا هزینه هر مسیر در شبکه و در مسأله هاب پوششی تابع هدف کمینه سازی 

تعداد هاب های احداثی ضمن پوشش تقاضای موجود در شبکه می باشد.
در شبکه های هاب ـ گره تخصیص نقاط تقاضا به هاب ها به دو صورت انجام می گیرد: 
تخصیص تکی و تخصیص چندگانه. در حالت اول هر گره غیر هاب تنها می تواند به یک 
و  می شود  آزاد  قید  این  از  مسأله  چند گانه،  تخصیص  حالت  در  اما  یابد.  اختصاص  هاب 
با  درارتباط  همچنین  یابند5.  اختصاص  هاب  یک  از  بیش  به  می توانند  غیر هاب  گره های 
هاب ها و  یال ها )مسیرهای انتقال جریان(، برخی از مواقع با محدودیت  میزان جریان عبوری 

1. Hub.
2. Economies of scale.
3. O’kelly (1987).
4. Farahani et. al. (2013).
5. Farahani et. al. (2013).
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این  بدون ظرفیت،  در حالات  اما  را ظرفیت دار گویند.  مسائل  این گونه  هستیم که  مواجه 
چنین محدودیت هایی برای مساله وجود ندارد.1

یکی از مفروضاتی که در حالت کلاسیک جایابی هاب به چشم می خورد فرض کاملدر 
نظر گرفتن شبکه هاب است2 . درحالت کلاسیک، از هرکدام از هاب های انتخابی؛ یال هایی 
دور  نظر  از  نباید  می شود.  تشکیل  کامل  هاب  شبکه  و  دیگر وصل شده  هاب های  تمام  به 
داشت با توجه به محدودیت های فراوانی که تصمیم گیران به ویژه در ارتباط با بودجه با آن 
مواجه اند در  بسیاری از مواقع داشتن شبکه هاب  کامل در ساختارهای هاب- گره شدنی 
ارتباطی کمتر اکتفا  به خطوط  برای پوشش تقاضای موجود در سیستم می بایست  نیست و 
نمود. در ارتباط با این دسته از مسائل، کمپل و همکاران3 مسائل جایابی کمان هاب را برای 
به جای مکان یابی گره های  به جایابی کمان های هاب  بار معرفی کردند. مسائلی که  اولین 
هاب  می پرداخت. در مسأله آنها، تعداد مشخصی یال هاب )با هزینه حمل مشمول تخفیف( 
به گونه ای جایابی می شود که هزینه های حمل ونقل تحمیل شده به سیستم کمینه شود. نه تنها 
فرض کامل بودن شبکه هاب،   بلکه متصل بودن گراف هاب ها نیز دراین کار نادیده گرفته 
تخصیص  فرض  با  صحیح  عدد  برنامه ریزی  مدل های  خود،  درتحقیقات  آنها  است.  شده 
برای  بر شمارش  مبتنی  الگوریتم  از یک  ارائه داده اند و  برای چهار حالت خاص  چند گانه 

حل مسائل جایابی یال بهره جسته اند. 
آلومیور وکارا4 مسأله طراحی شبکه هاب پوششی با ساختار ناقص را مورد بررسی قرار 
دادند. آنها در مسأله خود فرض کردند که در مسیرهای طراحی شده بین هر مبدأ و مقصد 
بیش از سه هاب نمی تواند وجود داشته باشد. کالیک و همکاران5 نیز برای حل مسأله تک 
مبتنی  ابتکاری  الگوریتم  از یک  غیر کامل شبکه هاب،  با ساختار  پوششی  تخصیصه هاب 
را  ناقص  هاب  شبکه  طراحی  مسأله  کیورنت6  و  یون  کردند.  استفاده  ممنوع  جستجوی  بر 
شده  ارائه  مدل  دادند.  قرار  بررسی  مورد  متغیر(  و  )ثابت  کمان  هزینه  حالت  دو  هر  برای 

1. Farahani et. al. (2013).
2. Complete hub network.
3. Campbell et. al. (2005).
4. Alumur /Kara (2009).
5. Calik et. al. (2009).
6. Yoon /Current (2008).
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توسط آنها مجموع هزینه های حمل ونقل، هزینه های جایابی هاب و کمان های هاب را کمینه 
و  نظرگرفته  در  را  هاب  تخصیصه طراحی شبکه  مسأله تک  و همکاران1  آلومیور  می کند. 
برای هر چهار نسخه عنوان شده پیشین، مدل های ریاضی کارایی ارائه داده اند. آنها همچنین 
خدمت  سطح  یک  به  دست یابی  برای  مثال ها،  اغلب  در  که  دادند  نشان  خود  تحقیق  در 
مشخص)انتقال کالا/مسافرین در یک زمان مشخص( کامل بودن شبکه هاب الزامی نیست. 
تحقیق  به  می توان  حمل ونقل،  دربخش  کاربری  با  پذیرفته  صورت  تحقیقات  از  یکی  در 
را  چندگانه  تخصیص  فرض  با  ناقص  هاب  شبکه  طراحی  که  کرد  اشاره  نیکل2  و  گلاره 
مد نظرقرار داده و با استفاده ازروش تجزیه بندرز و نیز یک الگوریتم حریصانه به حل آن 
پرداخته اند.کریمی و ستاک3 به مطالعه شبکه ای از هاب های ناقص پرداختند که هدف از 
طراحی آن زمانبندی خروج جریان از گره ها به نحوی بود که جریان در زمان از پیش تعیین 
شده ای به مقصد برسد.کامارگو و همکاران4 برای شبکه ای از هاب های ناقص در دوحالت 
بندرز  دقیق  الگوریتم حل  و  ریاضی  مدل های  هوپ5  محدودیت های  وجود  عدم  و  وجود 
ارائه دادند. محدودیت های هوپ به محدودیت هایی گفته می شود که تعداد هاب ها مابین دو 
گره در شبکه را محدود می کنند. در برخی از پژوهش های صورت پذیرفته با فرض شبکه 
می شود.  گرفته  نظر  در  شبکه  طراحی  برای  شده ای  تعیین  پیش  از  توپولوژی  ناقص،  هاب 
ابتکاری  الگوریتم  از یک  و  نموده  مدل  را  ای  ستاره  توپولوژی  با  میانه  هاب  مسأله  یامان6 
ساختار  از  پیشینگر7  و  کرد.گلاره  استفاده  مسأله  حل  برای  لا گرانژی  آزادسازی  بر  مبتنی 
زنجیری برای شبکه هاب خود، با کاربری در حمل ونقل دریایی، استفاده کرده و از روش 

تجزیه اولیه برای حل مدل استفاده کرده اند. 
لی وهمکاران8 مسأله جایابی تعدادی هاب و اتصال آنها به کمک درخت را مورد بررسی 
قرار دادند. در کار آنها هزینه غالب سیستم، احداث تسهیلات شبکه بوده است. کونتریاس 

1. Alumur et. al. (2009).
2. Gelareh /Nickel (2011).
3. Karimi /Setak (2016).
4. de Camargo et. al. (2017).
5. Hop-constraints.
6. Yaman (2008).
7. Gelareh /Pisinger (2011).
8. Lee et. al. (1996).
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و همکاران1 نیز نخستین بارمسأله  ای تحت عنوان جایابی درختی از هاب ها2 را معرفی کردند. 
از توپولوژی درختی برای طراحی  با فرض جایابی تعداد مشخصی از هاب ها،  در این کار 
به  می شود.  انجام  هاب  غیر  تکی گره های  تخصیص  نهایت  در  و  استفاده شده  هاب  شبکه 
عبارت دیگر، شبکه هاب-گره مدنظر در کار آنها، دو سطحی بوده و به شکل درخت-ستاره 
فرض شده است که این ساختارخود معرف یک درخت بزرگتر است. در تحقیق یاد شده 
کمینه سازی هزینه انتقال جریان ها مد نظر بوده و برای حل مسأله مذکور از روش شاخه و 
برش استفاده کردند . آنها همچنین درادامه3، مدلی چهار شاخصه مبتنی بر جریان برای این 
مسأله ارائه و نشان دادند که این مدل کران های فشرده تری به دست می دهد. آنها همچنین 
از آزادسازی لاگرانژی برای تجزیه مدل یاد شده استفاده کردند. آنها برای به دست آوردن 
یک حل شدنی )کران بالای مسأله کمینه سازی( در هرمرحله از حل دوگان لاگرانژی، از 
یک الگوریتم ابتکاری استفاده کرده اند که به این ترتیب روش آزاد سازی لاگرانژی آنها 
بزرگتر در زمانی  به حل مسائل  قادر  به هم  نزدیک  پایین  و  بالا  به دست دادن کران های  با 
مناسب شدند. در نهایت دسا و همکاران4 با ارائه یک الگوریتم دقیق مبتنی بر تجزیه بندرز 
مسائلی با 100 گره در شبکه را حل نمودند. یکی از توپولوژِی های مورد بحث که ساختار 
در  است.  حلقوی5  هاب  شبکه  است  مناسب  قیمت  گران  هاب  شبکه های  توسعه  برای  آن 
ارتباط با شبکه های حلقوی مسائلی تحت عنوان حلقه ـ ستاره توسط لابه و همکاران6 معرفی 
گردید. هدف این گونه مسائل انتخاب یک حلقه از میان تعداnی گره و اختصاص دیگر 
نقاط به نزدیک ترین گره موجود در حلقه مذکور به نحوی است که هزینه های ایجاد شبکه 
کمینه شود. مسأله مرتبط دیگر حلقه میانه است که در مرجع7 معرفی شده است. کاربرد این 
به  از گره ها  یافتن حلقه ای  تاسیسات زیربنایی حلقوی شکل است و هدف آن  برای  مسأله 
گونه ای است که هزینه کل تخصیص گره های خارج از حلقه به گره های حلقه انتخابی از 

1. Contreras et. al. (2010).
2. Tree of hubs location problem
3. Contreras et. al. (2009).
4. de Sá et. al. (2013).
5. Cycle hub location
6. Labbé et. al. (2004).
7. Labbé et. al. (2005).
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مقدار بودجه مشخص شده بیشتر نشود. کیورنت و شیلینگ1 و گندریو و همکاران2 حالت 
پوششی مسأله حلقه-ستاره را مورد مطالعه قرار دادند. در این مسائل می بایست فاصله هر گره 
خارج از حلقه انتخابی تا نزدیک ترین گره در حلقه از مقدار مشخصی بیشتر نشود. همچنین 
کیورنت و شیلینگ مسأله تور میانه را در مرجع3  معرفی کردند که در آن حلقه ای با p گره 
تشکیل می شد. نکته مشترک در همه مسائل فوق تنها تاکید بر هزینه های استقرار تاسیسات 
در شبکه است و جریان ها در شبکه مورد توجه قرار نمی گیرند. اما کونتیراس و همکاران4 
در تحقیق خود علاوه بر توسعه مدل ریاضی، یک الگوریتم شاخه و برش و یک الگوریتم 
حلقوی  هاب  شبکه  مسأله  واقع  در  دادند.  توسعه  حریصانه5  انطباقی  جستجوی  فراابتکاری 
به  حلقوی  ساختار  با  شبکه  در  موجود  هاب های  آن  در  که  است  تخصیصه  تک  مسأله ای 
یکدیگر وصل می شوند و در ادامه گره های غیر هاب به هاب های انتخابی تخصیص می یابند 

ساختار شبکه مورد بحث در این حالت حلقه-ستاره است.
جنبه دیگر مورد توجه ما استفاده از ساختار سلسله مراتبی در شبکه است. در این ارتباط 
برای سطوح شبکه  او  است.  پرداخته  با سه سطح  مراتبی  میانه سلسله  هاب  مسأله  به  یامان6 
هاب های مرکزی، ساختار کامل درنظر گرفته است که در ادامه هاب های نوع دوم به صورت 
تخصیص تکی به هاب های مرکزی این شبکه متصل می شوند. در انتها نیزگره های غیر هاب 
برنامه ریزی عدد  ازاین دو نوع هاب اختصاص می یابند. وی برای این مسأله، مدل  به یکی 
صحیح درجه دو ارائه نمود و سپس به خطی سازی تابع هدف مدل خود پرداخته است. مدل 
داده شده در  توسعه  دارد. شبکه  بارکاربرد  در شبکه های جابه جایی  او  توسط  معرفی شده 
آلومیور وهمکاران7  است.  بوده  به صورت ساختار سه لایه کامل-ستاره-ستاره  این حالت 
به  ارائه داده و  برنامه ریزی عدد صحیح  برای مسأله هاب سلسله مراتبی چندمده، مدل  نیز 
تحلیل حساسیت آن پرداخته اند. درشبکه هاب سلسله مراتبی مدنظر آنها یک شهر ثابت به 
عنوان هاب مرکزی در نظر گرفته شده  ولایه ها به صورت ستاره-توری-ستاره بوده است.

1. Current /Schilling (1994).
2. Gendreau et. al. (1997).
3. Current /Schilling (1994).
4. Contreras et. al. (2016).
5. Greedy randomized adaptive search
6. Yaman (2009).
7. Alumur et. al. (2012).
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دوکانچی و کارا1 شبکه هاب سلسله مراتبی چند مده را مورد مطالعه قرار دادند که هدف 
از توسعه آن پوشش و زمانبندی جریان  در شبکه با کمترین هزینه بود. شبکه مذکور دارای 
ارائه  از  نقلیه متفاوت مورد استفاده قرار گرفت.آنها پس  سه لایه بوده و در هرلایه وسایل 
مدل با معرفی تکنیک های پیش پردازش و نامساوی های معتبر به بهبود مدل خود پرداخته اند.

با توجه با بحث های صورت گرفته، استفاده از دو نوع هاب در شبکه با ساختار سلسله 
مراتبی مد نظر است؛ در واقع در بعضی مسائل واقعی همچون جابه جایی کالا و حمل ونقل 
اگر  عمومی  ونقل  حمل  در  نمونه  عنوان  به  هستیم.  روبرو  ساختارها  گونه  این  با  عمومی 
خطوط قطارهای سریع السیر یا مترو  را به عنوان شبکه هاب اصلی در نظر گرفته و تسهیلات 
دیگر به عنوان هاب های ثانویه استفاده کنیم یک شبکه هاب سلسله مراتبی خواهیم داشت. 
یکی دیگر از کاربردهای ساختارهای حلقوی سلسله مراتبی می تواند در شبکه های مخابراتی 
به  قرار می گیرند.  استفاده  به عنوان هاب مورد  این ساختارها تجهیزات مخابراتی  باشد، در 
عنوان مثال در شبکه های فیبر نوری وقتی دو نوع منشعب کننده در شبکه وجود دارد و هزینه 
به دیگر حالت ها دارای مزیت  نسبت  باشد ساختار حلقوی  با توسعه تجهیزات زیاد  مرتبط 
است.  شده  داده  نشان   )1( در شکل  ما  بحث  مورد  مراتبی  سلسله  هاب  شبکه  بود.  خواهد 
شبکه مذکور دارای سه سطح خواهد بود. در لایه اول هاب های اصلی)شش گوشه ها( قرار 
لزوما  که  بوده  اصلی  بخش  نشان دهنده  قسمت  این  می دهند.  حلقه  یک  تشکیل  که  دارند 
به عنوان مثال خطوط مترو در شبکه حمل ونقل عمومی یک شهر  باشد  پیوسته  به هم  باید 
بزرگ. در ادامه هاب های ثانویه)بخش تغذیه کننده شبکه اصلی-دوایر بزرگ( قرار دارند. 
در انتها نیز نقاط تقاضا)دوایر کوچک( به یکی از هاب های انتخابی متصل می شوند. در واقع 
شبکه مدنظر تحقیق حاضر ساختار حلقه-ستاره-ستاره خواهد داشت. توجه شود در شبکه 
شکل)1( خطوط ضخیم کمان هاب اصلی و خطوط خط چین کمان هاب لایه دوم یا ثانویه 
هستند. همان طور که قبلا نیز بحث شد هدف از طراحی شبکه هاب حلقوی سلسله مراتبی 
یافتن نقاط بهینه هاب های اصلی و ثانویه و مسیریابی ترافیک به نحوی است که هزینه های 

عبور جریان برروی شبکه کمینه شود. 

1. Dukkanci / Kara (2017).
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با ساختار مركزي حلقويشبكه هاب سلسله مراتبي -1شكل   

دو مدل رياضي براي مسأله پيشنهاد شده است. سپس در بخـش بعـد  ،در بخش بعديدر ادامه تحقيق حاضر و  
اند. در انتها نتايج و هاي رياضي به لحاظ محاسباتي مورد ارزيابي قرار گرفته و با يكديگر مقايسه شدهاز آن مدل

   پيشنهادات آتي مطرح گرديده است.
 مدلسازي

  استفاده معرفي شده است:در ابتدا علايم و مجموعه هاي رياضي مورد 
 

هاي شبكهمجموعه گره  

هاي ثانويهنقاط كانديد براي احداث هاب  (

هاي اصلي(مركزي)نقاط كانديد براي احداث هاب  (

هاي اصلي كه بايد ايجاد شود.تعداد هاب
هاي ثانويهتعداد هاب

جريان از گرههزينه ارسال يك واحد  به
مقدار جرياني كه بايد از گره rبه گره  فرستاده شود.   

كل جرياني كه از گره  گيرد.نشأت مي    

كل جرياني كه بايد به گره  فرستاده شود.   

اصليضريب تخفيف مورد استفاده در لايه 

شکل 1ـ شبکه هاب سلسله مراتبی با ساختار مرکزی حلقوی

در ادامه تحقیق حاضر و در بخش بعدی، دو مدل ریاضی برای مسأله پیشنهاد شده است. 
سپس در بخش بعد از آن مدل های ریاضی به لحاظ محاسباتی مورد ارزیابی قرار گرفته و با 

یکدیگر مقایسه شده اند. در انتها نتایج و پیشنهادات آتی مطرح گردیده است.

1.‌مدل‌سازی

در ابتدا علایم و مجموعه های ریاضی مورد استفاده معرفی شده است:
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 استفاده معرفی شده است:در ابتدا علایم و مجموعه های ریاضی مورد 
 

های شبکهمجموعه گره  𝑵𝑵
= {𝟏𝟏. 𝟐𝟐. 𝟑𝟑. … . 𝒏𝒏} 

های ثانویهنقاط کاندید برای احداث هاب  (𝑯𝑯 ⊆ 𝑵𝑵) 𝐻𝐻 

های اصلی)مرکزی(نقاط کاندید برای احداث هاب  (𝑪𝑪 ⊆ 𝑵𝑵) 𝐶𝐶 

های اصلی که باید ایجاد شود.تعداد هاب  𝑝𝑝 

های ثانویهتعداد هاب  𝑞𝑞 

جریان از گرههزینه ارسال یک واحد   𝒊𝒊 ∈ 𝑵𝑵 به 𝒓𝒓 ∈ 𝑵𝑵 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 

(𝒊𝒊. 𝒓𝒓 ∈ 𝑵𝑵)مقدار جریانی که باید از گره 𝒊𝒊 به گرهr فرستاده شود.  𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖 

𝒊𝒊 𝑂𝑂𝑖𝑖  گیرد.نشأت می کل جریانی که از گره = ∑ 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑖𝑖∈𝑁𝑁

 

فرستاده شود.کل جریانی که باید به گره   𝒊𝒊  𝐷𝐷𝑖𝑖 = ∑ 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑖𝑖∈𝑁𝑁

 

اصلیضریب تخفیف مورد استفاده در لایه   𝛼𝛼𝑐𝑐 

 𝛼𝛼ℎ ضریب تخفیف مورد استفاده در لایه ثانویه

در ابتدا ی  مدل ریاضی با متغیرهای سه شاخصه برای فرموله نملودن جریلان در شلبکه ارائله ملی شلود. ایلن 
متغیرها بیانگر مقدار جریانی است که از ی  گره خای نشأت گرفته و از ی  کمان هاب عبلور ملی کننلد. بله 

هلا در ها و نحوه تخصیص گرهشاخصه دارای دو دسته متغیر باینری برای فرموله نمودن مکان طور کلی مدل سه
متغیرهای تصلمیم شبکه و دو دسته متغیر پیوسته به منظور فرموله نمودن مسیرهای عبور جریان در شبکه است. 

بله   𝑖𝑖اگلر گلره تقاضلای  برابر ی  اسلت  𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖مسأله برای مدل سه شاخصه به شرح زیر است: متغیر دودویی 
 jبرابلر یل  شلود نقطله  𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖اختصای یابد. اگر  lنیز به هاب مرکزی  jو هاب  اختصای یافته  jهاب ثانویه 
ی  هاب مرکزی خواهد بود. متغیر  lبرابر ی  شود نقطه 𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖همچنین اگر  .هاب مرکزی است  l هاب ثانویه و 
kبرابر ی  است اگر ی  کمان اصلی)مرکزی( هاب برروی کمان  𝑦𝑦𝑘𝑘𝑖𝑖دودویی  − l  احداث شود. متغیر پیوسته

𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖  معرف مقدار جریانی است که از گرهi   نشأت گرفته و از کمان هاب ثانویهj − l  عبور ملی کنلد. متغیلر
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در ابتدا یک مدل ریاضی با متغیرهای سه شاخصه برای فرموله نمودن جریان در شبکه 
ارائه می شود. این متغیرها بیانگر مقدار جریانی است که از یک گره خاص نشأت گرفته و 
از یک کمان هاب عبور می کنند. به طور کلی مدل سه شاخصه دارای دو دسته متغیر باینری 
به  پیوسته  متغیر  نحوه تخصیص گره ها در شبکه و دو دسته  و  نمودن مکان ها  فرموله  برای 
برای  مسأله  تصمیم  متغیرهای  است.  شبکه  در  عبور جریان  مسیرهای  نمودن  فرموله  منظور 
مدل سه شاخصه به شرح زیر است: متغیر دودویی zijl برابر یک است اگر گره تقاضای i به 
هاب ثانویه j اختصاص یافته و هاب j نیز به هاب مرکزی l اختصاص یابد. اگر zjjl برابر یک 
شود نقطه j هاب ثانویه و l هاب مرکزی است. همچنین اگر zlll برابر یک شود نقطه l یک 
هاب مرکزی خواهد بود. متغیر دودویی ykl برابر یک است اگر یک کمان اصلی)مرکزی( 
هاب برروی کمان k-l احداث شود. متغیر پیوسته wijl معرف مقدار جریانی است که از گره 
i نشأت گرفته و از کمان هاب ثانویه j-l عبور می کند. متغیر tikl بیانگر مقدار جریانی است 
سه  پیشنهادی  مدل  می کند.  عبور   k-l مرکزی  هاب  کمان  از  و  گرفته  نشأت   i گره  از  که 

شاخصه به صورت زیر است:
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هاي تقاضا به سوي هابها را محاسبه مي ) عبارت نخست هزينه كل عبور جريان از گره1در تابع هدف رابطه (
هاي اصلي و در نهايت كند. عبارت دوم در تابع هدف هزينه كل انتقال جريان از هاب هاي ثانويه به هاب

اطمينان از اين امر است كه  )2عبارت سوم هزينه عبور جريان برروي حلقه مركزي است. محدوديت رابطه (
) 3يك هاب ثانويه باشد. رابطه ( jوصل باشد بايد نقطه   lو هاب مركزي  jاگر گره تقاضايي  به هاب ثانويه 

تضمين مي كند هر گره در شبكه به يك هاب ثانويه و يك هاب مركزي متصل شود و يا اينكه خود يك هاب 
تنها در صورتي مي تواند كمان هاب  l و  kر است كه مابين نقاط ) اطمينان از اين ام5) و (4باشد. روابط (

 lاختصاص يابد پس  lبه هاب اصلي  iمركزي ايجاد شود كه هر دو سر اين كمان هاب اصلي باشد. اگر گره 
آيد. تعداد هاب هاي حلقه ) اين تضمين بوجود مي6بايد يك هاب مركزي بوده باشد كه از طريق رابطه (

شوند. براي تشكيل حلقه در لايه مركزي ) مشخص مي8) و (7دوم از طريق محدوديت هاي ( مركزي و لايه
)  اين امر محقق 10) و (9بايد تعداد كمان در اين لايه برابر با تعداد هاب هاي اصلي باشد كه از طريق روابط (

و هاب مركزي ديگر متصل ) بيان مي كند كه هر هاب لايه اصلي بايد دقيقا به د10شود. در واقع رابطه (مي
) غير ضروري است اما مي تواند باعث بهبود كيفيت كران پايين مسأله خطي آزاد شده شود.  11شود. رابطه (

كه به هاب هاي مركزي ديگر تعلق دارد  iاختصاص يابد بنابراين بايد جرياني از گره  lبه هاب اصلي  iاگر گره 
هاي ديگر كه به اختصاص نيابد بايد جريان مربوط به گره lهاب اصلي به  iرا ترك كند. همچنين اگر گره lگره 

شوند. موارد مذكور از طريق محدوديت هاي تعادل جريان در شبكه  lاختصاص يافته اند ابتدا وارد هاب  lهاب 
 l وارد هاب مركزي jكه از طريق هاب ثانويه  i) تضمين مي شود.  جريان هاي برآمده از گره 12يعني رابطه (

) محاسبه مي شوند. در اينجا توجه شود اگر دو گره به صورت همزمان به 13مي شوند از طريق محدوديت (
) لحاظ 13يك هاب ثانويه متصل شوند جريان مابين آنها وارد هاب مركزي نخواهد شد كه در محدوديت (

صورتي مي تواند از يال هاب  ها تنها در) بيانگر اين نكته است كه جريان مابين گره14شده است. محدوديت (
kاصلي  − l  عبور كند كه مابين اين دو نقطه يك كمان هاب اصلي احداث شود. مابقي محدوديت ها بيانگر

  علامت و نوع متغيرها هستند.
مي ناميم. در ادامه مدل چهار شاخصه براي مسأله مدنظر آورده مي شود.  Model1مدل فوق را در محاسبات 

ر مسير خوانده مي شود چرا كه به جاي تاكيد بر جريانات نشات گرفته از هر گره بيانگر مدل مزبور مبتني ب
برابر  ����� هاست. بدين منظور دو دسته متغير چهار انديسه ديگر معرفي مي شود. متغير مسيرهاي مابين گره

برابر  	����ℎعبور كند. همچنين متغير  lو kاز  هاب هاي مركزي r		و 	iهاي يك است اگر جريان بين گره

��� ∈ {0.1}							∀��. �� ∈ �� � � � )18(
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در تابع هدف رابطه )1( عبارت نخست هزینه کل عبور جریان از گره های تقاضا به سوی 
هابها را محاسبه می کند. عبارت دوم در تابع هدف هزینه کل انتقال جریان از هاب های ثانویه 
به هاب های اصلی و در نهایت عبارت سوم هزینه عبور جریان برروی حلقه مرکزی است. 
محدودیت رابطه )2( اطمینان از این امر است که اگر گره تقاضایی به هاب ثانویه j و هاب 
مرکزی l وصل باشد باید نقطه j یک هاب ثانویه باشد. رابطه )3( تضمین می کند هر گره در 
شبکه به یک هاب ثانویه و یک هاب مرکزی متصل شود و یا اینکه خود یک هاب باشد. 
روابط )4( و )5( اطمینان از این امر است که مابین نقاط k و l تنها در صورتی می تواند کمان 
هاب مرکزی ایجاد شود که هر دو سر این کمان هاب اصلی باشد. اگر گره i به هاب اصلی 
(l) اختصاص یابد پس (l) باید یک هاب مرکزی بوده باشد که از طریق رابطه )6( این تضمین 
بوجود می آید. تعداد هاب های حلقه مرکزی و لایه دوم از طریق محدودیت های )7( و )8( 
با  برابر  این لایه  باید تعداد کمان در  برای تشکیل حلقه در لایه مرکزی  مشخص می شوند. 
تعداد هاب های اصلی باشد که از طریق روابط )9( و )10(  این امر محقق می شود. در واقع 
باید دقیقا به دو هاب مرکزی دیگر متصل  بیان می کند که هر هاب لایه اصلی  رابطه )10( 
شود. رابطه )11( غیر ضروری است اما می تواند باعث بهبود کیفیت کران پایین مسأله خطی 
آزاد شده شود. اگر گره i به هاب اصلی (l)  اختصاص یابد بنابراین باید جریانی از گره i که 
به هاب های مرکزی دیگر تعلق دارد گره (l)  را ترک کند. همچنین اگر گره i به هاب اصلی 
(l)  اختصاص نیابد باید جریان مربوط به گره های دیگر که به هاب (l) اختصاص یافته اند ابتدا 
وارد هاب (l)  شوند. موارد مذکور از طریق محدودیت های تعادل جریان در شبکه یعنی رابطه 

)11(

)12(

)13(

)14(

)15(

)16(

)17(

)18(
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)12( تضمین می شود.  جریان های برآمده از گره i که از طریق هاب ثانویه j وارد هاب مرکزی 
(l) می شوند از طریق محدودیت )13( محاسبه می شوند. در اینجا توجه شود اگر دو گره به 
صورت همزمان به یک هاب ثانویه متصل شوند جریان مابین آنها وارد هاب مرکزی نخواهد 
شد که در محدودیت )13( لحاظ شده است. محدودیت )14( بیانگر این نکته است که جریان 
مابین گره ها تنها در صورتی می تواند از یال هاب اصلی k-l عبور کند که مابین این دو نقطه 
یک کمان هاب اصلی احداث شود. مابقی محدودیت ها بیانگر علامت و نوع متغیرها هستند.

برای مسأله  ادامه مدل چهار شاخصه  Model1 می نامیم. در  را در محاسبات  مدل فوق 
مدنظر آورده می شود. مدل مزبور مبتنی بر مسیر خوانده می شود چرا که به جای تاکید بر 
منظور دو دسته  بدین  مابین گره هاست.  مسیرهای  بیانگر  از هر گره  نشات گرفته  جریانات 
متغیر چهار اندیسه دیگر معرفی می شود. متغیر xirkl برابر یک است اگر جریان بین گره های 
i و r از هاب های مرکزی k و (l) عبور کند. همچنین متغیر hirjl برابر یک خواهد بود اگر 
  (l) هاب ثانویه و j عبور کند که در آن jl از کمان هاب ثانویه r و i جریان مابین جفت گره

هاب اصلی است.

11 
 

برابر    ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖عبور کند. همچنین متغیر  l و kاز  هاب های مرکزی r  و  iهای ی  است اگر جریان بین گره
j از کمان هاب ثانویه  r و   iی  خواهد بود اگر جریان مابین جفت گره  − l  عبور کند که در آنj  هاب

 هاب اصلی است.   lثانویه و 

∑ ∑ ∑(𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑂𝑂𝑖𝑖 + 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝐷𝐷𝑖𝑖)
𝑖𝑖∈𝐶𝐶

𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑖𝑖∈𝐻𝐻𝑖𝑖∈𝑁𝑁

 

+ ∑ ∑ ∑ ∑ 𝛼𝛼ℎ
𝑖𝑖∈𝐶𝐶{𝑖𝑖}𝑖𝑖∈𝐻𝐻𝑖𝑖∈𝐼𝐼:𝑖𝑖>𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝐼𝐼

𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖)ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 

+ ∑ ∑ ∑ ∑ 𝛼𝛼𝑐𝑐
𝑖𝑖∈𝐶𝐶{𝑘𝑘}𝑘𝑘∈𝐶𝐶𝑖𝑖∈𝐼𝐼:𝑖𝑖>𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝐼𝐼

(𝑐𝑐𝑘𝑘𝑖𝑖𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑘𝑘𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑖𝑖 

(19)  

  
(2- 11), (17-18)   

∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘 − ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑖𝑖
𝑘𝑘∈𝐶𝐶\{𝑖𝑖}𝑘𝑘∈𝐶𝐶\{𝑖𝑖}

= ∑(𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖− 
𝑖𝑖∈𝐻𝐻

𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)        ∀[𝑖𝑖. 𝑟𝑟] ∈ 𝐼𝐼: 𝑖𝑖 < 𝑟𝑟. 𝑙𝑙

∈ 𝐶𝐶 

(20)  

𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘 + 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑖𝑖 ≤ 𝑦𝑦𝑘𝑘𝑖𝑖     ∀[𝑖𝑖. 𝑟𝑟] ∈ 𝐼𝐼: 𝑖𝑖 < 𝑟𝑟    ∀[𝑘𝑘. 𝑙𝑙] ∈ 𝐶𝐶: 𝑘𝑘 < 𝑙𝑙 (21)  

ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ≥ 𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖    ∀[𝑖𝑖. 𝑟𝑟] ∈ 𝐼𝐼: 𝑖𝑖 < 𝑟𝑟. 𝑗𝑗 ∈ 𝐻𝐻.  𝑙𝑙 ∈ 𝐶𝐶\{𝑗𝑗} (22)  

ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ≥ 𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖    ∀[𝑖𝑖. 𝑟𝑟] ∈ 𝐼𝐼: 𝑖𝑖 < 𝑟𝑟. 𝑗𝑗 ∈ 𝐻𝐻.  𝑙𝑙 ∈ 𝐶𝐶\{𝑗𝑗} (23)  

𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑖𝑖 ≥ 0              ∀[𝑖𝑖. 𝑟𝑟] ∈ 𝐼𝐼: 𝑖𝑖 < 𝑟𝑟. 𝑘𝑘 ∈ 𝐶𝐶\{𝑙𝑙} (24)  

 ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ≥ 0               ∀[𝑖𝑖. 𝑟𝑟] ∈ 𝐼𝐼: 𝑖𝑖 < 𝑟𝑟. 𝑗𝑗 ∈ 𝐻𝐻.  𝑙𝑙 ∈ 𝐶𝐶\{𝑗𝑗} (25)  

( تابع هدف بوده که عبارت های آن به ترتیب مجمو  هزینه ها برروی لایه های گره به 19در مدل فوق رابطه )
 ( صورت دیگر رابطه20هاب اصلی را بیان  می کند. رابطه )-هاب   هاب ثانویه به هاب اصلی و هاب اصلی

( این اطمینان را می دهد که در مسیر بین هر جفت گره باید در صورت استفاده از 21( می باشد. رابطه )12)
های هاب ثانویه مابین نقاط در شبکه ( کمان23( و )22ها ایجاد شده باشند. روابط )کمان هاب اصلی این کمان

کنند. توجه شود در صورتی که خص می( نو  متغیرها را مش25( و )24کنند. محدودیت های )را مشخص می
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در مدل فوق رابطه )19( تابع هدف بوده که عبارت های آن به ترتیب مجموع هزینه ها 
برروی لایه های گره به هاب ، هاب ثانویه به هاب اصلی و هاب اصلی-هاب اصلی را بیان 
می کند. رابطه )20( صورت دیگر رابطه )12( می باشد. رابطه )21( این اطمینان را می دهد 
این کمان ها  اصلی  از کمان هاب  استفاده  باید در صورت  بین هر جفت گره  که در مسیر 
ایجاد شده باشند. روابط )22( و )23( کمان های هاب ثانویه مابین نقاط در شبکه را مشخص 
در  شود  توجه  می کنند.  مشخص  را  متغیرها  نوع   )25( و   )24( محدودیت های  می کنند. 
صورتی که محدودیت های ظرفیتی در شبکه مطرح نباشد ضرورتی به 0-1 تعریف کردن 

متغیرهای مسیریابی نیست.1 مدل فوق را در محاسبات Model2 می نامیم.

2.‌محاسبات‌عددی

بهینه  افزار  نرم  محیط  در  مدل  دو  هر  پیشنهادی  مدل های  اعتبارسنجی  و  ارزیابی  به منظور 
در  می شود.  آورده  ادامه  در  شده  انجام  ریاضی  محاسبات  گردیدند.  کد   GAMS سازی 
آزمایش های انجام شده از مجموعه داده شبکه پستی ترکیه که در مرجع2 معرفی شده بهره 
گرفته شد. مجموعه داده مورد بررسی شامل اطلاعات مرسولات پستی بین 81 شهر کشور 
ترکیه بوده و شامل حجم جریان و فاصله مابین شهرها است. در این تحقیق به جای پارامتر 
هزینه از پارامتر فاصله که در داده ها موجود بود استفاده گردید.محاسبات ارائه شده به ترتیب 
دو حل کننده  از  مدل ها  برای حل  است.  شده  انجام  داده ها  اول  شهر   25 15و   ،10 برروی 
Core i3 استفاده شده است. محاسبات برروی رایانه ای با پردازنده Xpress و Cplex تجاری 

انجام  ده  ویندوز  عامل  سیستم  و  گیگابایتی  سه  موقت  حافظه  گیگاهرتز،   2/53 سرعت  و 
شده است. در جدول )1( محاسبات مربوط به مسائلی با 10 گره اول از مجموعه داده ترکیه 
نشان داده شده است. در این جدول چهار ستون اول بیانگر مشخصات مسأله حل شده شامل 
هستند.  استفاده  مورد  تخفیف  و ضرایب  ثانویه  هاب  تعداد  اصلی،  هاب  تعداد  تعداد گره، 
Time و  تابع هدف مسأله نشان داده شده است. در ستون های  بهینه  Opt جواب  در ستون 
Nodes زمان حل و تعداد گره های درخت شاخه و برش مربوط به هر مدل و حل کننده های 

1. Campbell (1994). 
2. Tan /Kara (2007).
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نرم افزاری به صورت جداگانه ارائه شده اند. سه ردیف آخر جدول معرف بیشینه، میانگین 
و کمینه زمان های حل هر ستون هستند. در این جدول مقادیر زمان های لازم برای حل هر 
مسأله گزارش و مقادیر بهتر)کمتر( پررنگ شده اند. از جدول )1( می توان دریافت که در 
تمام حالات مسائل با ده گره به طور میانگین در کمتر از سه ثانیه قابل حل بوده اند. به علاوه 
در بدترین حالت این مسائل در کمتر از هفت ثانیه حل شده اند. در این جدول مدل دو و 
حل کننده Xpress به طور متوسط نتایج بهتری داشته اند. چرا که میانگین حل مسائل در این 

حالت 2/13 ثانیه بوده است.
در جدول )2( محاسبات با 15 گره نخست از مجموعه داده شبکه ترکیه تکرار گردید. 
پس  است.  داشته  تعلق  نخست  مدل  و    Cplex کننده  حل  به  نتایج  بهترین  جدول  این  در 
با  دوم  مدل  به  نیز  نتایج  ترین  ضعیف  دارند.  قرار   Xpress کننده  حل  و  دوم  مدل  آن  از 
حل کننده Cplex بوده است. نکته قابل ذکر در هر دو جدول تعداد گره های مورد نیاز در 
درخت شاخه و کران مدل دوم کمتر بوده و در بسیاری حالات مسأله در گره ریشه قابل 
علت  است.  بوده  نخست  مدل  به  مربوط  بهتر  محاسباتی  نتایج  حال  این  با  است.  بوده  حل 
مدل  اینکه  به  توجه  با  نمود.  جست و جو  پیشنهادی  مدل های  ابعاد  در  می توان  را  نکته  این 
نسبت  بزرگتری  ابعاد  با  خطی  آزادسازی  مسأله  دارای  دارد  چهارشاخصه  متغیرهای  دوم 
 به حالت سه شاخصه بوده  و در مسائل حل شده مدل نخست به طور متوسط نتایج بهتری

داشته است.
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جدول 1ـ محاسبات عددی شبکه ترکیه با 10 گره

14 
 

n p q (𝜶𝜶𝒄𝒄. 𝜶𝜶𝒉𝒉) opt  Model1      Model2     

      Cplex   Xpress   Cplex Time  Xpress  
    (*109)  Nodes Time  Nodes Time  Nodes   Nodes Time 

                 
10 3 0 (1,1) 332526/1   1 02/2   1 87/6   1 86/1   1 00/2  

  1  330752/1   1 61/2   1 91/2   1 00/4   1 26/4  

  2  330752/1   1 57/2   1 55/2   1 23/3   1 38/3  

  3  330752/1   1 57/2   1 79/2   1 57/3   1 32/3  

                 
 4 0  329654/1   1 98/1   1 15/2   1 87/1   1 90/1  

  1  327880/1   1 37/3   1 66/3   1 38/3   1 57/3  

  2  327880/1   1 37/3   1 44/4   1 18/5   1 58/3  

  3  327880/1   1 66/3   1 76/4   1 28/2   1 03/2  

  4  327880/1   1 53/3   1 80/3   1 62/2   1 03/2  
                 
 3 0 ( 8/0 , 9/0 ) 219406/1   1 73/1   1 47/0   1 5/0   1 56/0  

  1  199885/1   1 19/2   1 11/1   1 85/2   1 12/2  

  2  183951/1   1 18/2   1 11/1   1 84/2   1 06/2  

  3  172367/1   1 17/2   1 10/1   1 74/2   1 92/1  

                 

 4 0  185241/1   1 99/1   1 69/0   1 52/0   1 48/0  

  1  165719/1   1 74/2   1 54/1   1 10/4   1 16/2  

  2  154135/1   1 73/2   1 65/1   1 95/2   1 15/2  

  3  142833/1   1 90/2   1 75/1   1 62/2   1 15/2  

  4  135696/1   1 02/3   1 95/2   1 74/2   1 01/2  

                 
 3 0 ( 9/0 , 8/0 ) 275966/1   1 37/1   1 46/0   1 65/0   1 55/0  

  1  236923/1   1 28/2   1 43/1   1 29/2   1 13/2  

  2  205055/1   1 40/2   1 33/1   1 71/2   1 20/2  

  3  181887/1   1 53/2   1 22/1   1 73/2   1 14/2  

                 

 4 0  257447/1   1 97/1   1 8/0   1 62/0   1 58/0  

  1  218404/1   1 90/2   1 33/1   1 79/3   1 29/2  

  2  195236/1   1 92/2   1 16/3   1 96/2   1 06/2  

  3  172632/1   1 21/3   1 85/2   1 05/2   1 96/1  

  4  158358/1   1 21/3   1 15/5   1 40/2   1 06/2  

                 
66/3     بیشینه    87/6    18/5    26/4  

61/2     میانگین    37/2    59/2    13/2  
73/1     کمینه    46/0    5/0    48/0  

 
همچنین از دقت در این جدول می توان دریافت در حالاتی که ضرایب تخفیف برروی 
کمان های هاب یکسان در نظر گرفته شده حل مسأله به زمان بیشتری نیاز داشته است. در حالتی که 
 تعداد هاب ثانویه برابر صفر بوده مسأله به شبکه هاب حلقوی دو لایه معرفی شده درکونترراس1

1. Contreras et. al. (2013).
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از مسأله سه  به مراتب ساده تر  این گونه مسائل  به جداول حل  با توجه  تبدیل می گردد که 
با 25 گره  بزرگتر در جدول )3( محاسباتی  برای حل مسائل  و  نهایت  بوده است. در  لایه 

ترتیب داده شد.

جدول 2ـ محاسبات عددی شبکه ترکیه با 15 گره

16 
 

n p q (𝜶𝜶𝒄𝒄. 𝜶𝜶𝒉𝒉) opt  Model1      Model2      

      Cplex   Xpress   Cplex   Xpress   
    (*109)  Nodes Time  Nodes Time  Nodes Time  Nodes Time  

                  

15 3 0 (1,1) 817866/1   1 47/2   1 17/1   1 76/2   1 43/2   

  1  813345/1   1 04/13   1 88/13   1 07/413   1 52/28   

  2  810029/1   1 93/12   1 18/15   1 23/367   1 09/26   

  3  808855/1   1 28/12   1 36/10   1 85/361   1 06/23   

                  

 4 0  821551/1   12 54/14   33 07/26   1 99/4   1 27/6   

  1  818236/1   56 51/48   39 13/77   1 70/538   1 91/55   

  2  817062/1   227 94/49   17 23/73   1 80/438   1 22/46   

  3  817062/1   445 18/60   43 41/62   1 20/464   17 91/119   

  4  817062/1   341 27/58   103 25/117   1 03/442   3 70/67   

                  

 3 0 ( 8/0 , 9/0 ) 672077/1   1 86/2   1 04/1   1 50/2   1 67/2   

  1  649650/1   1 22/10   1 89/11   1 01/332   1 87/20   

  2  631611/1   1 93/9   1 61/10   1 26/323   1 15/19   

  3  613619/1   1 94/8   1 19/9   1 27/260   1 63/21   

                  

 4 0  639040/1   6 69/12   1 87/10   1 96/3   1 96/2   

  1  617111/1   49 31/40   45 95/69   1 69/436   1 42/33   

  2  598575/1   28 50/34   9 04/60   1 67/344   1 18/23   

  3  585582/1   42 41/32   11 20/65   1 51/293   1 95/24   

  4  572921/1   20 07/36   21 55/65   1 67/284   1 38/23   

                  

 3 0 ( 9/0 , 8/0 ) 744971/1   1 47/2   1 12/1   1 58/2   1 52/2   

  1  701403/1   10 95/17   1 99/26   1 44/340   1 09/28   

  2  665419/1   1 18/18   3 91/32   1 76/324   1 82/28   

  3  631372/1   1 23/16   1 05/18   1 05/336   1 96/27   

                  

 4 0  967302/1   1 89/11   1 90/10   1 04/4   1 66/6   

  1  686727/1   48 12/39   23 02/61   1 79/394   1 75/46   

  2  652680/1   115 50/47   35 73/59   1 36/371   1 13/106   

  3  626694/1   84 12/44   21 82/76   1 26/388   1 98/65   

  4  601372/1   40 90/58   43 32/89   1 69/398   1 74/43   

                  
18/60      بیشینه     25/117    70/538    91/119   

53/26      میانگین     92/39    70/291    50/33   

47/2      کمینه     04/1    5/2    43/2   
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جدول 3ـ محاسبات شبکه ترکیه با 25 گره

17 
 

n p q (𝜶𝜶𝒄𝒄. 𝜶𝜶𝒉𝒉) opt  Model1      Improvement 
      Cplex   Cplex(+)    
    (*109)  Nodes Time  Nodes Time   

             
25 3 0 (1,1) 753251/5   1 25/7   1 94/2   -44/59  
  1  729610/5   18 80/140   16 93/96   -15/31  
  2  709035/5   16 08/122   18 06/86   -50/29  

  3  699416/5   26 50/113   20 79/86   -53/23  
             
 4 0  818518/5   232 28/78   270 71/81   38/4  

  1  781805/5   2575 99/4020   1893 59/1777   -79/55  

  2  780571/5   2359 41/3083   2956 74/3141   89/1  

  3  780571/5   6991 92/5939   3637 92/3979   -99/32  

  4  780571/5   3198 83/3178   3703 88/2770   -83/21  
             
 3 0 ( 8/0 , 9/0 ) 384120/5   1 50/7   1 47/7   -4/0  

  1  238174/5   1 71/55   4 99/38   -01/30  

  2  225344/5   48 35/98   28 63/102   35/4  

  3  202528/5   84 95/171   90 53/67   -72/60  

             

 4 0  186916/5   17 15/24   15 46/27   70/13  

  1  711139/5   83 93/159   76 35/203   14/27  

  2  109726/5   189 03/171   120 51/233   53/36  

  3  089145/5   269 38/191   596 18/493   69/157  

  4  076315/5   402 48/290   1569 97/677   39/133  

             
 3 0 ( 9/0 , 8/0 ) 568686/5   1 11/6   1 99/6   40/14  

  1  395209/5   25 96/116   22 34/115   -38/1  

  2  247182/5   1 42/89   1 24/94   39/5  

  3  187212/5   1 17/125   1 30/71   -03/43  

             

 4 0  528059/5   53 77/42   49 11/43   79/0  

  1  356409/5   216 15/596   170 44/463   -26/22  

  2  282679/5   609 20/1149   377 35/623   -75/54  

  3  250284/5   1537 23/1627   1142 44/897   -84/44  

  4  218477/5   2992 85/3286   2646 08/1851   -6/43-  

             
11/6     کمینه    94/2    
05/922     میانگین    25/668    
92/5939     بیشینه    92/3979    

            

Cplex ستون  پارامترهای پیش فرض حل کننده  بر حل مسأله در حالت  در جدول )3) 
دیگری تحت عنوان +Cplex اضافه گردیده که مربوط به حل مسأله آزادسازی خطی به کمک 
Barrier به جای سیمپلکس است. شایان ذکر است برای حل مسائل برنامه ریزی  الگوریتم 
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خطی علاوه بر روش سیمپلکس روش های نقطه درونی نیز وجود دارند. در روش سیمپلکس با 
استفاده از نقاط گوشه ای جواب بهینه یافت می شود اما در روش های Barrier از درون فضای 
انتخاب  Cplex این  جواب برای رسیدن به حل بهینه استفاده می شود. حل کننده نرم افزاری 
را به کاربر می دهد که با تغییر در روش حل مسأله )تغییر و انتخاب ورودی های حل کننده( 
Improvement در ستون  و   )3( ما در جدول  فراخوان شود.  مسأله  برای حل   متد دیگری 
مقدار صرفه جویی به دست آمده در حل مسأله به کمک فراخوان متد Barrier را گزارش 

کرده ایم. اعداد مندرج در این ستون از طریق فرمول 26 محاسبه شده اند:

16 
 

  4  218477/5  2992 85/3286   2646 08/1851  -6/43-
        

11/6     كمينه   94/2  
05/922     ميانگين   25/668  
92/5939     بيشينه   92/3979  

        

 
ستون ديگري تحت  Cplexدر اين جدول علاوه بر حل مسأله در حالت پارامترهاي پيش فرض حل كننده 

به جاي  Barrierكه مربوط به حل مسأله آزادسازي خطي به كمك الگوريتم اضافه گرديده  +Cplexعنوان 
 روش هاي روش سيمپلكس  علاوه برشايان ذكر است براي حل مسائل برنامه ريزي خطي   سيمپلكس است. 

وجود دارند. در روش سيمپلكس با استفاده از نقاط گوشه اي جواب بهينه يافت مي شود اما در  نيز نقطه دروني
حل كننده نرم افزاري شود.اي رسيدن به حل بهينه استفاده ميبرفضاي جواب درون  از  Barrierروش هاي 

Cplex اب ورودي هاي حل اين انتخاب را به كاربر مي دهد كه با تغيير در روش حل مسأله (تغيير  و انتخ
مقدار   Improvementدر ستون ) و 3در جدول ( ما   كننده) متد ديگري براي حل مسأله فراخوان شود.
. اعداد مندرج در را گزارش كرده ايم Barrierمتد  فراخوان صرفه جويي به دست آمده در حل مسأله به كمك

   اين ستون از طريق فرمول ذيل محاسبه شده اند:

Improvement = �����(+)���� � ����������
����������  

كمتر از حالت سيمپلكس  Barrierاند كه زمان حل مسأله به كمك روش اعداد منفي در اين ستون بدين مفهوم
) حل مسائل آزادسازي 3مسأله جدول ( 27مسأله از  16توان دريافت كه در بوده است. از دقت در جدول مي

بهتر از سيمپلكس بوده است. ضمن انكه متوسط زمان  لازم براي حل مسائل در  Barrierخطي  با الگوريتم 
  ثانيه است.  923دار براي روش سيمپلكس حدود ثانيه بوده در حاليكه همين مق 669اين حالت حدود 

هاي هاب به شكل مناسبي طراحي و در انتها، چند توصيه سياستي به شرح زير مطرح خواهد شد. اگر شبكه
ها هاي ارسال جريان  و رضايتمندي كاربران شبكهتواند يك حوزه محرك براي كارايي هزينهمديريت شود، مي

توسعه داده شده در اين مقاله، داراي پيامدهاي كاربردي و مديريتي است. اين مدلها به مدلهاي از اينرو باشد. 
مراكز ارائه اي از هابها با لحاظ نمودن ويژگيهاي مهمي نظير ساختار سلسله مراتبي مديران در طراحي شبكه

شنهاد شده اطلاعات كند. در واقع مدلهاي رياضي پيكمك ميو اتصال هابهاي اصلي به فرم حلقه  خدمتدهنده 
تواند بوسيله نمايد كه ميمهمي نظير نحوه تخصيص هابها، احداث كمانها و مقدار جريان عبوري فراهم مي

     گيريهاي استراتژيك بكار گرفته شود.مديران در تصميم

 )26(

 Barrier اعداد منفی در این ستون به این مفهوم اند که زمان حل مسأله به کمک روش
کمتر از حالت سیمپلکس بوده است. از دقت در جدول می توان دریافت که در 16 مسأله 
از 27 مسأله جدول )3( حل مسائل آزادسازی خطی  با الگوریتم Barrier بهتر از سیمپلکس 
ثانیه  این حالت حدود 669  برای حل مسائل در  انکه متوسط زمان لازم  بوده است. ضمن 

بوده در حالیکه همین مقدار برای روش سیمپلکس حدود 923 ثانیه است. 
به  هاب  شبکه های  اگر  شد.  خواهد  مطرح  زیر  شرح  به  سیاستی  توصیه  چند  انتها،  در 
شکل مناسبی طراحی و مدیریت شود، می تواند یک حوزه محرک برای کارایی هزینه های 
ارسال جریان  و رضایتمندی کاربران شبکه ها باشد. از این رو مدل های توسعه داده شده در 
طراحی  در  مدیران  به  مدل ها  این  است.  مدیریتی  و  کاربردی  پیامدهای  دارای  مقاله،  این 
مراکز  مراتبی  سلسله  ساختار  نظیر  مهمی  ویژگی های  نمودن  لحاظ  با  هاب ها  از  شبکه ای 
ارائه دهنده خدمت و اتصال هاب های اصلی به فرم حلقه کمک می کند. در واقع مدل های 
مقدار  و  احداث کما ن ها  هابها،  نحوه تخصیص  نظیر  اطلاعات مهمی  پیشنهاد شده  ریاضی 
جریان عبوری فراهم می نماید که می تواند به وسیله مدیران در تصمیم گیری های استراتژیک 

به کار گرفته شود.

نتایج‌و‌پیشنهادات‌آتی

حلقوی  مرکزی  ساختار  با  مراتبی  سلسله  هاب های  از  شبکه ای  جایابی  مسأله  مقاله  این  در 
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معرفی و مورد مطالعه قرار گرفت. این گونه مسائل می توانند زمانی که ایجاد شبکه هاب های 
کامل به دلیل هزینه زیاد غیر ممکن باشد مورد استفاده قرار گیرند. توسعه شبکه های مخابراتی 
ادامه تحقیق، دو  این گونه ساختارها هستند. در  استفاده  از جمله موارد  و حمل و نقل سریع 
مدل متفاوت برای مسأله توسعه داده شد. مدل های پیشنهادی با توجه به نوع متغیرهای مورد 
استفاده سه شاخصه مبتنی بر جریان و چهار شاخصه مبتنی بر مسیر توسعه داده شده اند. در 
ادامه، محاسبات عددی مدل های پیشنهادی با دو حل کننده نرم افزاری متفاوت مورد ارزیابی 
داشتن  علیرغم  داد که حل مدل سه شاخصه  نشان  مطالعات عددی  قرار گرفتند.  مطالعه  و 
آزادسازی خطی ضعیفتر سریعتر انجام می شود که علت امر را می توان در بزرگ بودن مدل 
بررسی هایی  منظور حل مدل سه شاخصه در زمان کمتر،  به  اندیسه جست. همچنین  چهار 
از  استفاده  که  گردید  مشاهده  و  انجام  سیپلکس  نرم افزاری  حل کننده  پارامترهای  برروی 
روش های نقطه درونی به جای سیمپلکس در حل فاز آزادسازی مسأله می تواند کارآمدتر 
باشد.یادآور می شود روش های نقطه درونی بخشی از پکیج نرم افزاری Cplex بوده که در 

صورت خواست کاربر می  توان از آنها بهره جست.
در واقع نوآوری های تحقیق را می توان در معرفی یک مسأله جدید به ادبیات موضوع 
جایابی هاب و توسعه دو مدل ریاضی  متفاوت و مقایسه آنها دانست. به عنوان پیشنهاداتی 
برای تحقیقات آتی می توان به توسعه الگوریتم های حل دقیق یا ابتکاری کارآمد برای حل 
مسائل  برروی  مدل  پیاده سازی  منظور  به  موردی  مطالعات  انجام  بزرگتر،  اندازه  با  مسائل 
واقعی، توسعه مدل در حالات عدم قطعیت و حالت محدودیت ظرفیت در هاب ها یا یال های 

شبکه اشاره نمود.
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